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Введение  

  
 В данном учебном пособии автор стремился изложить в доступной 
форме основные разделы линейного и нелинейного программирования, 
являющихся мощным средством для решения многочисленных задач из 
различных областей экономики. Их методы нашли широкое применение в 
промышленности, торговле и управлении, как в местных, так и в государ-
ственных масштабах. С помощью методов линейного и  нелинейного про-
граммирования можно решить многие задачи, связанные с эффективным 
использованием ограниченных ресурсов, с минимизацией затрат при вы-
полнении ряда работ в заданных объемах, с оперативно-календарным  
планированием, с управлением технологическими процессами, с созда-
нием оптимальных конструкций, с управлением грузопотоками, персона-
лом и т. д.  

Объектом для теоретического изучения как в линейном, так и в 
нелинейном  программировании являются задачи оптимизации, начиная 
от их постановок и заканчивая отысканием эффективного алгоритма ре-
шения таких задач. При этом цель решения оптимизационной задачи яв-
ляется принципиальным признаком для последствий управленческих ре-
шений. Для того, чтобы оценить последствия реализации той или иной 
цели, необходимо иметь хорошую модель анализируемого явления, с 
помощью которой можно оценить все варианты результата. 

Отсюда основная цель создания такого учебного пособия заклю-
чалась в том, чтобы познакомить студентов с различными экономически-
ми проблемами, часто возникающими в экономических исследованиях и 
на практике; научить их правильно строить математические модели этих 
проблем, как правило,  представляющие задачи математического про-
граммирования; определять класс исследуемых задач и в соответствии с 
этим осуществлять выбор одного из известных методов их решения; за-
тем с помощью имеющихся программных реализаций данных методов 
производить анализ получаемых результатов и на основе этого анализа 
принимать правильное решение. Это пособие может быть использовано 
и специалистами, интересующимися оптимизационным аппаратом выра-
ботки управленческих решений (действующими и потенциальными пред-
принимателями, менеджерами, специалистами по маркетингу и коммер-
ции, финансистами и др.). Одновременно оно может оказаться полезным 
и для преподавателей при чтении лекций, ведении практических занятий, 
составлении экзаменационных билетов. Все предлагаемые в нем задачи 
могут быть успешно решены студентами с помощью персональных ком-
пьютеров в рамках лабораторных занятий. 

Структура данного учебного пособия такова. Оно состоит из четы-
рех частей, содержащих материал, который можно прочесть за два семе-
стра. Каждая из частей, в свою очередь, разделена на главы. I-у часть 
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составляет глава 1, называемая «Экономико-математические модели и 
их геометрическая интерпретация»; II-у часть – глава 2 под названием 
«Исследование задач линейного программирования в общем случае»; III-
я часть включает три главы: главу 3 под названием «Решение двойствен-
ных задач линейного программирования», главу 4 под названием «Цело-
численные задачи линейного программирования», главу 5 под названием 
«Транспортная задача линейного программирования» и, наконец, завер-
шает учебное пособие IV-я часть с главой 6 под названием «Задачи не-
линейного программирования». В главе 1 обсуждаются вопросы, связан-
ные с экономико-математическим моделированием и с геометрической 
интерпретацией определенных экономических задач, отражающих ос-
новные идеи математического программирования. Глава 2 представляет 
краткое и строгое изложение теории линейного программирования. Ос-
новное внимание в ней уделено симплекс-методу и его модификациям 
как инструменту исследования разнообразных задач линейного програм-
мирования, а также анализу конкретных экономических ситуаций и ин-
терпретации получаемых результатов. Материал главы 3 сосредоточен 
на таком основном понятии, как двойственность. Здесь рассматривается 
целый ряд экономических задач, которые удобно изучать в постановке 
двойственных задач. В главе 4 приводятся целочисленные задачи ли-
нейного программирования, и дается сжатое описание алгоритмов их 
решения. Глава 5 посвящена исследованию транспортных задач в раз-
личных формулировках. В главе 6 подробно описываются методы нели-
нейного программирования, позволяющие произвести выбор наилучшего 
плана распределения неоднородных ограниченных ресурсов. 

Изучение материала предполагает наличие знаний у читателя по 
математическому анализу и линейной алгебре в объеме соответствую-
щих вузовских курсов для экономических специальностей. В каждой главе 
даются решения типовых экономических задач с исчерпывающимися 
объяснениями, что позволяет быстрее освоить методы решения оптими-
зационных задач. Эти примеры образуют единое целое с основным тек-
стом. Они либо иллюстрируют существо излагаемого материала, либо 
указывают на возможности его применения. По всем темам предлагаются 
индивидуальные контрольные задания: всего приведено 390 задач, в ос-
новном, экономического содержания. Все задачи снабжены ответами, по 
решению некоторых даны указания. 

 I и II части были изданы в 1994 году, а III-я часть – в 1998 году из-
дательством ИГЭА. IV-я часть представлена главой 6 в этом учебном по-
собии. Она содержит 10 параграфов, посвященных изложению методов 
нелинейного программирования. Очевидно, что нелинейное программи-
рование существенно расширяет возможности постановки реальных эко-
номических задач. В действительности такие величины, как прибыль, се-
бестоимость, капитальные затраты на единицу продукции, удельный рас-
ход различных ресурсов зависят от объема производства; затраты на пе-
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ревозку единицы груза – от объема перевозок и т.д., а в соответствующих 
задачах линейного программирования их приходится считать постоянны-
ми. Учет же указанных факторов приводит к нелинейным зависимостям. 

В общем виде математическая постановка задачи нелинейного 
программирования состоит в определении наибольшего или наименьше-
го значения целевой функции при условиях, записываемых в форме ли-
нейных и нелинейных равенств и неравенств (целевая функция при этом 
также может представлять нелинейную функцию). Эта общая задача не-
линейного программирования и ее экономическая интерпретация приве-
дены в §1 главы 6. Здесь также производится сравнение по степени 
сложности решения двух задач (связанных с определением оптимального 
плана выпуска продукции), одна из которых имеет единственное реше-
ние, а другая – несколько решений. В §2 рассмотрен частный случай об-
щей задачи нелинейного программирования (здесь ограничения заданы 
только в форме равенств), и для ее решения описан классический метод 
множителей Лагранжа. В конце параграфа с помощью этого метода ис-
следована задача распределения нефти между тремя нефтеперераба-
тывающими заводами, в которой прибыль представлена в виде нелиней-
ной функции. §3 посвящен наиболее изученному классу задач нелиней-
ного программирования: задачам выпуклого программирования, в ре-
зультате решения которых определяют минимум выпуклой (или макси-
мум вогнутой) функции, заданной на выпуклом замкнутом множестве. 
Здесь исследованы свойства выпуклых множеств и выпуклых функций, 
на примере производственной функции дана экономическая интерпрета-
ция выпуклости, сформулирована вместе с доказательством теорема Ку-
на-Таккера, на которой основывается большинство эффективных алго-
ритмов решения задач выпуклого программирования. В §4 уделяется 
внимание подробно разработанным задачам квадратичного программи-
рования, в которых требуется найти максимум (или минимум) квадратич-
ной функции при условии, что ее переменные удовлетворяют некоторой 
системе линейных неравенств и (или) линейных уравнений. Применение 
описанных методов демонстрируется на примере составления рацио-
нального плана работы предприятия. В §5 достаточно полно описан ме-
тод кусочно-линейной аппроксимации, позволяющий находить прибли-
женное решение задач нелинейного программирования с сепарабельны-
ми функциями. В конце данного параграфа показывается, как можно эф-
фективно использовать этот метод при отыскании оптимального плана 
товарооборота одного магазина с ограниченными трудовыми ресурсами 
и площадями помещений. В  §6 детально изучен еще один класс специ-
альных задач нелинейного программирования – задач дробно-линейного 
программирования, в которых целевая функция представляет отношение 
двух линейных функций, а функции, определяющие допустимую область, 
также линейны. Целевые функции такого вида входят в математические 
модели многих экономических задач. Одна из них исследована в этом 
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параграфе. В §7-§10 проведен оптимизационный поиск с помощью гра-
диентных методов: метода наискорейшего спуска (подъема) и метода 
возможных направлений, а также методов внешних и внутренних штраф-
ных функций. Описание каждого метода сопровождается развернутыми 
экономическими примерами с подробными решениями. Для отработки 
навыков подготовки и принятия управленческих решений в конце главы 6 
приводится 25 прикладных задач нелинейного программирования из раз-
личных областей экономики. Все они снабжены ответами и указаниями. 
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Глава 6 

Задачи нелинейного программирования 

6.1. Общая задача нелинейного программирования и ее эконо-
мическая интерпретация 

Как уже отмечалось в главе 1, всякая задача вида: найти точку x*= 
=( x*

1, x*
2, …, x*

n)∈Rn, удовлетворяющую системе ограничений  
                                         gi(x) = bi, i=1,…, k,                                              (6.1)                      
                                         gi(x) ≤ bi, i=k+1,…, m                                         (6.2) 

и доставляющую минимум (максимум) функции f(x), т.е.  
                                                f(x)→ min (max),                                           (6.3) 

в которой хотя бы одна из функций f(x), gi(x), i=1,…, m, представляет не-
линейную функцию, называется задачей нелинейного программирования 
(НП). 

Замечаем, что класс задач нелинейного программирования шире 
класса задач линейного программирования  (ЛП). Возникает задача оты-
скания эффективных методов решения задач НП. Для решения общей 
задачи НП вида (6.1)-(6.3) не существует универсальных методов. Одна-
ко для отдельных классов этих задач, в которых сделаны дополнитель-
ные ограничения относительно свойств функций f(x) и gi(x), разработаны 
эффективные методы их решения.  

В главе 1 при исследовании задач НП с помощью геометрических по-
строений отмечалось, что в этих задачах точка x* располагается либо 
внутри допустимого множества X, определяемого совокупностью ограни-
чений вида (6.1)-(6.2), либо на его границе. Кроме того, в ряде задач НП 
целевая функция f(x) может иметь несколько локальных экстремумов, и 
лишь некоторые из них одновременно являются глобальными экстрему-
мами. При решении некоторых из них с помощью существующих методов 
можно найти точку локального экстремума, но нельзя установить, явля-
ется ли она точкой глобального экстремума. Таким образом, при решении 
задач НП возникает больше трудностей, нежели при решении задач ЛП. 
Очевидно, что нелинейное программирование существенно расширяет 
возможности постановки реальных экономических задач. В действитель-
ности такие величины, как прибыль, себестоимость, капитальные затраты 
на единицу продукции, удельный расход различных ресурсов зависят от 
объема производства; затраты на перевозку единицы груза - от объема 
перевозок и т. д., а в соответствующих задачах ЛП их приходится считать 
постоянными. Учет же указанных факторов приводит к нелинейным зави-
симостям.  

Пример 6.1. Между двумя предприятиями определенной отрасли не-
обходимо распределить выпуск некоторой однородной продукции. Затра-
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ты, связанные с производством 1 изделия на первом предприятии, равны 
3 x1+10 у. е.; затраты, обусловленные изготовлением 1 изделия на вто-
ром предприятии, составляют 4x2+8 у. е. Здесь x1 и x2 - количество изде-
лий, изготовляемых за сутки соответственно первым и вторым предпри-
ятиями. Зная, что изделий должно быть выпущено за сутки не менее 30 
единиц, составить такой план производства изделий предприятиями за 
сутки, при котором общие затраты на их выпуск были минимальными.  

Решение. Математическая модель описанной экономической ситуа-
ции будет представлять следующую задачу НП:  

f(x) = (3x1+10)x1 + (4x2+8)x2 → min 
на множестве ограничений X = {x∈R2: x1 + x2 ≥ 30; x1, x2 ≥ 0}. 

Так как в данной задаче содержатся лишь две переменные x1 и x2, то 
найдем ее оптимальное решение x* с помощью геометрических построе-
ний по той же схеме исследования, которая была предложена в главе 1. 

В начале построим допустимое множество X, ограниченное прямыми 
x1 + x2= 30, x1 = 0 и x2 = 0 (см. рис. 6.1). Замечаем, что линии уровня целе-
вой функции f(x) (т. е. множества вида: Lα={x∈R2: f(x)=α} ) представляют 
для любых α эллипсы:   

3(x1 + 5/3)2 + 4(x2 +1)2= α + 37/3= α1 или 1
4
)1(

3
)35(

1

2
2

1

2
1 =

+
+

+
αα

xx  с центром 

в точке  ( 35− ;-1) и полуосями, равными соответственно 
3
1α  и 

2
1α . 

    x2 
 x1=0 
    40                                           X 

 
    30 

                            f      
    20                 -f   

                 x*  
    10        Lα 

 
          10     20      30      40         x2=0           x1      
 
 
 
 

Рис. 6.1. 

Геометрически ясно, что здесь L *α  - это тот эллипс  

9
37
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2
1

+

+
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+

12
37

4

)1(
*

2
2

+

+

α
x

=1, который касается прямой x1 + x2 = 30. Таким образом, 

решением данной задачи является единственная точка x*, координаты 
которой определяются из системы уравнений:  





=+++

=+
*

2
2
211

21

84103

30

αxxxx

xx
 

Так как количество неизвестных переменных в данной системе, рав-
ное 3, больше числа ее уравнений, то такая система уравнений имеет 
бесконечное множество решений. Для выбора из этого множества един-
ственного оптимального решения x* рассматриваемой задачи НП необ-
ходимо, как уже указывалось в I главе, добавить к приведенной системе 
уравнений еще одно, третье уравнение, получаемое из равенства угло-
вых коэффициентов прямой 3021 =+ xx  и касательной к эллипсу 

*
2

2
21

2
1 84103 α=+++ xxxx  в точке x*: 143 21 −=− xx . Тогда решением 

системы уравнений:  









=+++

−=−
=+

*
2

2
21

2
1

21

21

84103

143
30

αxxxx

xx
xx

 

является точка x*= (17;13) и α*=1817. Таким образом, первое предприятие 
за сутки должно выпускать 17 изделий, а второе предприятие - 13 изде-
лий. При этом суммарные затраты составят 1817 у. е.  

Пример 6.2. Производственное  объединение, состоящее из двух не-
больших автомобильных заводов, выпускает автомобили 2-х марок А и В, 
причем первый автозавод производит автомобили марки А, а второй ав-
тозавод - автомобили марки В. Производительности первого и второго 
автозаводов не превышают 7 и 8 автомобилей в сутки соответственно. 
На рынке можно реализовать в течение суток не менее 5 машин обеих 
марок. Стоимость 1 автомобиля марки А и В равны соответственно x1 -1 и 
x2 -1 у. д. е.; затраты же на производство 1 автомобиля марки А и В со-
ставляют соответственно 8 - x1 и 10 - x2 у.д.е. Здесь x1 и x2 представляют 
суточный выпуск автомобилей соответственно марки А и В. Определить 
выпуск автомобилей обеих марок, т. е.  x1 и x2, при котором суммарные 
затраты не превосходили величины, равной 23 у.д.е., а суммарная стои-
мость продукции была бы максимальной.  

Решение. Математическая модель данной экономической задачи бу-
дет представлять следующую задачу НП:  

max)1()1()( 2211 →−+−= xxxxxf  
на множестве ограничений {  ;5 ;8  ;7:  2121

2 ≥+≤≤∈= xxxxRxX  
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}.0 ;0  ;23)10()  8( 212211 ≥≥≤−+− xxxxxx  
 
 
          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                      1        2        3       4        5       6        7        8 
 

рис. 6.2. 
Замечаем, что допустимое множество X состоит из двух отдельных 

частей (на рис. 6.2 эти части заштрихованы, линии уровня Lα показаны 
пунктиром); линии уровня целевой функции представляют окружности с 
центром в точке ( )2

1;2
1 . Целевая функция f(x) имеет три локальных 

максимума: в точке А (7;2), где f(А)= 44; в точке В (0;8), где f(В)= 56 и, на-
конец, в точке С (1;8), в которой f(С)= 56. Таким образом, f(x) имеет два 
глобальных максимума, т. е. исследуемая задача НП имеет два опти-
мальных решения: x*= (0;8) и x*= (1;8), на которых максимальное значе-
ние целевой функции f*= f(x*)= 56. Но так как суммарные затраты при 
выборе в качестве оптимального решения точки x*= (0;8) составят в сутки 
16 у. д. е.; а в точке x*= (1;8) они увеличиваются до 23 у. д. е., поэтому в 
данной экономической ситуации выгодно только второму автомобильно-
му заводу выпускать 8 автомобилей марки В в сутки; суммарная стои-
мость продукции при этом будет равна 56 у. д. е.  

  
6.2. Метод множителей Лагранжа для решения задачи НП с ог-

раничениями-равенствами 
  Рассмотрим частный случай общей задачи нелинейного программи-

рования (6.1)-(6.3), предполагая, что k=m; m≤ n; f(x) и gi(x), i=1, …, m – 

x 1
=7

 

x1+x2=5 

 В   С                                                   x2=8 
8 
 
7 
 
6 
 
5 
 
4 
 
3 
 
2 
 
1 

A 

Lα 
 f ′ 

-f′ 
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функции, непрерывные вместе со своими первыми частными производ-
ными: 

f(x)→ min (max)                                         (6.4) 
gi(x)=bi, i=1, …, m.                                    (6.5) 

В курсе математического анализа такую задачу называют задачей на 
условный экстремум или классической задачей оптимизации. Для ее ре-
шения можно воспользоваться классическим методом множителей Ла-
гранжа. Для этого вводят набор переменных λ=(λ1,λ2,…λm), называемых 
множителями Лагранжа, и для задачи (6.4)-(6.5) составляют функцию Ла-
гранжа: 

                          ))(()(),(
1

xgbxfxF ii

m

i
i −+= ∑

=
λλ .                                (6.6) 

Затем находят частные производные ,,...,1 , nj
x
F

j
=

∂
∂  и ;,...,1 , miF

i
=

∂
∂
λ

 

приравнивают их нулю и получают систему из mn +  уравнений: 

                               











==−=
∂
∂

==
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

∑
=

    ,...,1 ,0)(

;,...,1 ,0
1

mixgbF

nj
x
g

x
f

x
F

ii
i

j

i
m

i
i

jj

λ

λ
                           (6.7)    

с mn +  неизвестными mnxx λλ ,...,;,..., 11 . 
Замечаем, что в основе метода множителей Лагранжа лежит утвер-

ждение, что если точка ),...,( **
1

*
nxxx =  представляет решение задачи 

(6.4)-(6.5), то существует такой вектор ),,...,( **
1

*
mλλλ =  что точка ),( ** λx  

является решением системы (6.7) или стационарной точкой функции Ла-
гранжа. Таким образом, в виде системы уравнений (6.7) записаны необ-
ходимые условия существования локального экстремума функции )(xf  
на множестве точек, удовлетворяющих ограничениям (6.5). Существуют 
также и достаточные условия, но этот вопрос решается на основании ис-
следования знака второго дифференциала функции Лагранжа. Обычно 
достаточные условия редко используются на практике и главным образом 
представляют теоретический интерес.  

Таким образом, можно указать следующий порядок решения задачи 
(6.4)-(6.5) с помощью метода множителей Лагранжа: 

1) составляют функцию Лагранжа (6.6); 
2) находят частные производные от функции Лагранжа по всем пе-
ременным  mnxx λλ ,..., ;,..., 11  и приравнивают их нулю; 
3) решают систему уравнений вида (6.7) и находят таким образом 
все стационарные точки функции Лагранжа, т.е. точки, в которых це-
левая функция )(xf  может иметь условный экстремум; 
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4) среди стационарных точек, взятых без координат mλλ ,...,1 , выби-
рают такие точки, в которых функция )(xf  имеет условные локаль-
ные экстремумы при наличии ограничений (6.5), и вычисляют значе-
ния функции )(xf в этих точках; этот выбор осуществляется, напри-
мер, с применением достаточных условий локального экстремума: 
если матрица вторых производных от функции Лагранжа в стационар-
ной точке положительно (отрицательно) определена, то эта точка яв-
ляется точкой локального минимума (максимума). 
Пример 6.3. Нефтедобывающей компании необходимо оптимально 

распределить нефть в количестве 735 усл. ед. между тремя нефтепере-
рабатывающими заводами. При этом прибыль, которую может получить 
данная компания при выделении −j ому заводу jx  усл. ед. нефти, опре-

деляется величиной, равной jj xc  у. д. е., где с1=16; с2=20; с3=18. 
Решение. Математическая модель данной экономической задачи 

имеет следующий вид:  
                      max182016)( 321 →++= xxxxf  
                      при условии .0,, ,735 321321 ≥=++ xxxxxx  
Решим эту задачу, используя метод множителей Лагранжа, не учиты-

вая при этом условия неотрицательности переменных. В начале соста-
вим функцию Лагранжа: −−+++= 1321 735(182016);( xxxxxF λλ   

).32 xx −−  Затем вычислим ее частные производные по 21, xx  и λ  и при-
равняем их нулю:  

                                          



















=−−−=
∂
∂

=−=
∂
∂

=−=
∂
∂

=−=
∂
∂

0735

09

010

08

321

33

22

11

xxxF
xx

F
xx

F
xx

F

λ

λ

λ

λ

 

Выразив из первых трех уравнений переменные ,3 ,2 ,1 , =jx j  через 

λ , т. е. ,81 ;100 ;64
232221 λλλ

=== xxx  подставим эти выражения вме-

сто соответствующих переменных в четвертое уравнение: 

                                          .7358110064
222 =++

λλλ
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Отсюда  ,
3
1

245
7352 ==λ т. е. 3

1=λ , и, следовательно, ;1921 =x  x2=300; 

x3 = 243. Таким образом, найдена стационарная точка ;300 ;192(=x 243).  
Вычислив вторые частные производные по 321 ,, xxx  от функции Ла-

гранжа, т. е.  ;0  ;0  ;4

31

2

21

2

11
2
1

2
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂−
=

∂
∂

xx
F

xx
F

xxx
F  

                             ;0  ;5  ;0
32

2

22
2
2

2

12

2
=

∂∂
∂−

−=
∂
∂

=
∂∂

∂
xx

F
xxx

F
xx

F
 

                             ,
2

9  ;0  ;0
33

2
3

2

23

2

13

2

xxx
F

xx
F

xx
F −

=
∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

 

 
определяем матрицу вторых производных в стационарной точке :x  

              .

 
243486

9-           0             0       

   0           
300300

5-       0       

0                 0         
192192
4

)3
1 ;243 ;300 ;192(























 −

=′′F  

 
Нетрудно показать, что эта матрица является отрицательно опреде-

ленной, следовательно, точка )243 300; ;192(* =x представляет опти-
мальное решение рассматриваемой задачи. Отсюда первому заводу 
компания должна выделить 192 усл. ед. нефти, второму заводу- 300 усл. 
ед. нефти и третьему заводу – 243 усл. ед. нефти. Максимальная при-
быль, полученная нефтедобывающей компанией при таком распределе-
нии, будет равна 837243183002019216* ≈++=f  у. д. е. 

Замечаем, что метод множителей Лагранжа можно применять и в том 
случае, когда ограничения представляют собой неравенства. Так, если 
требуется найти экстремум )(xf при условии ,)( bxg ≤ то сначала следует 
найти точки безусловного экстремума функции )(xf , решив при этом 
систему уравнений:  

                                         














=
∂
∂

=
∂
∂

.0

,0
1

nx
f

x
f

M  
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Затем среди этих точек отобрать те, координаты которых удовлетворяют 
условию ,)( bxg < и, наконец, определить точки, удовлетворяющие систе-

ме уравнений  .   )(   , ,  ,1   0,     bxgnj
x
g

x
f

jj
===

∂
∂

−
∂
∂

Kλ  Точки, найденные в 

результате решения этой системы, вместе с точками, определенными на 
первом этапе и удовлетворяющими условию  ,)( bxg < подлежат даль-
нейшему исследованию, как и при нахождении безусловного экстремума. 

Поскольку решение системы (6.7) удается получить лишь в простей-
ших случаях, то этим определяется ограниченность использования мето-
да множителей Лагранжа для многих практических задач.   

В заключении приведем экономическую интерпретацию множителей 
Лагранжа. Для этого обратимся к простейшей классической задаче опти-
мизации:  

                                        (max) min)( →xf                                           (6.8) 
                                       при условии ,)( bxg =  где ).,( 21 xxx =           (6.9)   
Предположим, что условный экстремум достигается в точке 

).,( *
2

*
1

* xxx =  Соответствующее экстремальное значение функции (6.8): 
).( ** xff =  Допустим, что в ограничениях (6.9) величина b  может изме-

няться, тогда координаты точки экстремума  *
1x  и *

2x , а, следовательно, и 
экстремальное значение *f  функции )(xf станут величинами, завися-
щими от b , т. е. )).(),(( ),( ),( *

2
*
1

**
2

*
2

*
1

*
1 bxbxffbxxbxx ===  Поэтому произ-

водная функции )(xf  по b  будет равна:  

                                  .
*
2

2

*
1

1

*

b
x

x
f

b
x

x
f

b
f

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂                               (6.10) 

С другой стороны, в силу условия (6.9) ,))(),(( *
2

*
1 bbxbxg =  откуда по-

сле дифференцирования обеих частей данного соотношения по b  имеем  

                                    .1
*
2

2

*
1

1
=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

b
x

x
g

b
x

x
g                                  (6.11) 

Кроме того, в точке экстремума *x  выполняются необходимые усло-
вия (6.7). Из этих равенств для 2=n  и 1=m  получаем: 

                                    . ;
2211 x

g
x
f

x
g

x
f

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ λλ                                  (6.12) 

Подставляя выражения (6.12) в соотношение (6.10) и, учитывая ра-
венство (6.11), находим, что  

         λλλλ =
∂
∂
⋅

∂
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+
∂
∂
⋅
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∂

=
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∂
⋅
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или .
*

λ=
∂
∂

b
f  Для задачи (6.4)-(6.5) аналогично получаем  ,

*

ib
f λ=
∂
∂ i =  

=1,…,m. Если )(xf  интерпретировать как доход или стоимость, а ib  как 
запасы −i го ресурса, то множители Лагранжа iλ  показывают, как изме-
нится минимальная стоимость (или максимальный доход), если запасы 
−i го ресурса увеличатся на единицу.  

 

6.3. Задача выпуклого программирования 
Важный класс задач НП составляют задачи выпуклого программиро-

вания, т.е. задачи вида:  
                                         min(max))( →xf                                        (6.13) 
при ограничениях:        ,,...,1,)( mibxg ii =≤                                      (6.14) 
                                          ,,...,1,0 njx j =≥                                         (6.15) 
где −)(xf выпуклая (вогнутая) функция, и допустимое множество ,X  

определяемое неравенствами (6.14)-(6.15), представляет выпуклое мно-
жество. 

6.3.1. Выпуклые множества и выпуклые функции 
Исследуем свойства выпуклых множеств и выпуклых функций и да-

дим экономическую интерпретацию выпуклости. 
Определение 1. Пусть ., 21 nRxx ∈  Множество точек 21 )1( xxx αα −+=  

при ]1,0[∈α  называется отрезком прямой с концами 1x  и 2x  в простран-
стве nR  и обозначается ],[ 21 xx . 

Естественной геометрической интерпретацией введенного понятия в 
случае 3)n2,(n 1 ===n является известное из геометрии понятие отрез-
ка на прямой (на плоскости, в трехмерном пространстве) (рис. 6.3). 

 
     2

2x                                                   x2 

2
2

1
2 )1( xx αα −+                           x 

     1
2x               

                     x1 

 
                 1

1x      2
1

1
1 )1( xx αα −+       2

1x  
Рис. 6.3. 

Определение 2. Множество X из пространства nR  называется вы-
пуклым, если для всех точек Xxx ∈21,  выполняется Xxx ∈−+ 21 )1( αα  
для всех ].1,0[∈α  
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Можно дать определение выпуклого множества в эквивалентной 
форме. 

Определение 3. Множество nRX ⊂  называется выпуклым, если вме-
сте с любыми двумя своими точками Xxx ∈21,  оно содержит и весь от-
резок, их соединяющий, т.е. .],[ 21 Xxx ⊆  

На рис. 6.4 изображены выпуклые множества, а на рис. 6.5 - множест-
ва, не обладающие свойством выпуклости. 

 
 
 
 
 
 
 
 
            Рис. 6.4.                                                            Рис. 6.5. 
Определение 4. Будем говорить, что точка x  является выпуклой 

комбинацией точек ,,...,1 mxx  если найдутся числа mαα ,...,1  такие, что  
                                    ,...2

2
1

1
m

m xxxx ααα +++=   
                      где  .1... ;,...,1 ,0 21 =+++=≥ mi mi αααα  
Отметим некоторые простейшие свойства выпуклых множеств. 
Лемма 1. Если точки mxxx ,...,, 21  принадлежат выпуклому множеству 

,X  то множество X содержит все их выпуклые комбинации. 
Доказательство. Доказательство удобнее провести индукцией по чис-

лу точек. Для 2=m  утверждение следует из определения выпуклого 
множества. Пусть это свойство доказано для .km ≤  Покажем, что 

                      Xxxxxx k
k

k
k ∈++++= +

+
1

1
2

2
1

1 ... αααα  
         для любых iα  таких, что .1... ,0 121 =+++≥ +ki αααα  

Поскольку можно считать, что ,0>iα  то .01
1

1 >=− ∑
=

+

k

i
ik αα  По пред-

положению индукции ,
1

...
1 1

1

1

1 Xxxy k

k

k

k
∈

−
++

−
=

++ α
α

α
α

 ибо ∑
= +

=
−

k

i k

i

1 11 α
α

 

.1
1

1
11

=
−

= ∑
=+

k

i
i

k
α

α
 Но тогда Xxyx kkk ∈+−= +++ 111)1( αα  по определению 

выпуклого множества.  
Лемма 2. Пусть −I произвольное множество индексов iXi  ,  выпукло 

для каждого .Ii∈  Тогда множество I
Ii

iXX
∈

=  также выпукло. 
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Доказательство. Если 1x  и 2x  принадлежат X , то , ,, 21 IiXxx i ∈∈  и 

iXxx ∈+ 2
2

1
1 αα  для любого ,Ii∈  т. е. ,2

2
1

1 Xxx ∈+αα следовательно, 
−X выпукло. 
Определение 5. Функция ),(xf  определенная на выпуклом множестве 

,nRX ⊂  называется выпуклой, если для всех точек Xxx ∈21,  и любого 
]1,0[∈α  выполняется  

                      ).()1()())1(( 2121 xfxfxxf αααα −+≤−+                     (6.16) 
Если в соотношении (6.16) при любом )1,0(∈α  и любых ,, 21 Xxx ∈  

таких, что ,21 xx ≠  имеет место строгое неравенство, то )(xf  называется 
строго выпуклой. 

Аналогично вводятся понятие вогнутой и строго вогнутой функции 
)(xf на выпуклом множестве :X  если для всех Xxx ∈21,  и для любого 

]1,0[∈α  выполняется 
                   ),()1()())1(( 2121 xfxfxxf αααα −+≥−+                        (6.17) 

то функция )(xf  называется вогнутой. Если для всех ,, 21 Xxx ∈ таких, 
что ,21 xx ≠   для любого )1,0(∈α  соотношение (6.17) выполняется как 
строгое неравенство, то )(xf  называется строго вогнутой функцией. 

Геометрическая иллюстрация данных определений для двухмерного 
пространства ясна из рис. 6.6 и рис. 6.7: график выпуклой функции (во-
гнутой функции) )(xf  располагается на отрезке ],[ 21 xx  не выше (не ни-
же) секущей, проходящей через точки ))(,( 11 xfx  и )).(,( 22 xfx  
                                                                                 
    )( 2xf                                   y=f(x)                   f(x2)                             y=f(x) 
                                                                                f(x1) 
    )( 1xf  
 
 
 
                   x1                       x2                                                      x1                         x2 

                  Рис. 6.6.                                                     Рис. 6.7. 
Пример 6.4. Линейная функция ++++= ...),...,( 221101 xcxccxxf n сnxn 

является как выпуклой, так и вогнутой функцией, но не обладает свойст-
вом строгой выпуклости и строгой вогнутости: 
       ++−++−++=−+ ...))1(())1(())1(( 2

2
1
22

2
1

1
110

21 xxcxxccxxf αααααα  
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++++−+++++=−++ ...)(1()...())1(( 2
22

2
110

11
22

1
110

21 xcxccxcxcxccxxс nnnnn αααα                       
).()1()() 212 xfxfxc nn αα −+=+  

Пример 6.5. Квадратичная форма ++++= .....)( 11
2
111 nn xxaxaxf  

,... 2
11 Axxxaxxa T

nnnnn =++  где А- симметричная матрица, является вы-
пуклой функцией, если матрица А представляет положительно полуопре-
деленную матрицу, т.е. 0≥AyyT  для любого ,nRy∈  и является вогнутой 
функцией, если матрица A  представляет отрицательно полуопределен-
ную матрицу, т.е. 0≤AyyT  для любого :nRy∈  

+=−+−+=−+ 112212121 )(])1([])1([))1(( AxxxxAxxxxf TT ααααααα  

+−+=−+−+ 221122221 ))(1()()()1())(1(2 AxxAxxAxxAxx TTTT ααααα  

+=−+−+−−−+ )())(1(2))(())](1()1[( 121112222 xfAxxAxxAxx TTT ααααααα  

=−−−−−+−+ 2211212 ))(1())(1())(1(2)()1( AxxAxxAxxxf TTT ααααααα  

).())(1()()1()( 212121 xxAxxxfxf T −−−−−+= αααα  

Отсюда, если −A  положительно полуопределенная матрица, то  
                                      ,0)()( 2121 ≥−− xxAxx T  
и, следовательно, последнее соотношение перепишется в виде следую-
щего неравенства:  
                       ),()1()())1(( 2121 xfxfxxf αααα −+≤−+  
т. е. )(xf  будет представлять выпуклую функцию, и, наоборот, если −A  
отрицательно полуопределенная матрица, то  
                                         ,0)()( 2121 ≤−− xxAxx T   
и, следовательно, ),()1()())1(( 2121 xfxfxxf αααα −+≥−+  т. е. в этом 
случае )(xf  уже является вогнутой функцией.  

Пример 6.6. Рассмотрим производственную функцию Кобба-Дугласа 
,),( 1 αα −= LAKLKf  где −∈> KA  );1,0(,0 α объем основных фондов, −L  

затраты труда, −),( LKf  объем выпущенной продукции. Здесь ),( LKf  
является вогнутой функцией во всей области определения 

).,0[),0[ ∞×∞=X  Это означает, что для любых двух наборов ресурсов 
),( 11 LK  и XLK ∈),( 22  и произвольного ]1,0[∈α  выполняется 

.)1())1(())1(( 1
22

1
11

1
2121

αααααα αααααα −−− −+≥−+−+ LAKLAKLLKKA  (6.18) 
В частном случае 21=α  легко установить справедливость неравен-

ства .))(1()()])1()()1([( 21
22

21
11

21
2121 LKLKLLKK αααααα −+≥−+−+  
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Заметим, что если наборы ресурсов ),( 11 LK  и ),( 22 LK  пропорцио-
нальны, т. е. ,, 2121 LLKK ββ ==  где ,0>β  то (6.18) уже реализуется как 
равенство. 

Условие вогнутости часто накладывают на производственную функ-
цию. Этому условию обычно придают следующую экономическую интер-
претацию: если затратить −−+ 21 )1( xx αα  «смесь» любых двух наборов 
ресурсов 1x  и 2x , то в результате выпуск будет не меньше, чем соответ-
ствующая «смесь» выпусков ).()1()( 21 xfxf αα −+  

Приведем некоторые очевидные свойства выпуклых функций. 
Можно доказать, что если функции ,,...,1 ),( kixfi =  являются выпук-

лыми на некотором выпуклом множестве ,X  то выпуклой на X будет и 
неотрицательная линейная комбинация этих функций, т. е. функция 

∑
=

=
k

i
ii xfxf

1
)()( α  при ;0≥iα  в частности, выпуклой будет и сумма выпук-

лых функций. 
Теорема 1. Если −)(xg выпуклая функция при всех ,0≥x  то будет 

выпуклым и множество решений системы .0,)( ≥≤ xbxg  
Доказательство. Проверим, что вместе с решениями 1x  и 2x  системы 

,0  ,)( ≥≤ xbxg множеству решений этой системы принадлежит и любой 
вектор ,)1( 210 xxx αα −+=  где ].1,0[∈α Ясно, что .00 ≥x  Остается пока-
зать, что .)( 0 bxg ≤  По свойству выпуклости функции     

).()1(())1(()(:)( 21210 xgxgxxgxgxg αααα −+≤−+=                            (6.19) 
Но bxg ≤)( 1  и ,)( 2 bxg ≤  поэтому для любого ]1,0[∈α  справедливы 

неравенства bxg αα ≤)( 1  и .)1()()1( 2 bxg αα −≤−  Складывая эти нера-
венства, получаем, что .)1()()1()( 21 bbbxgxg =−+≤−+ αααα  С учетом 
соотношения (6.19) приходим к неравенству .)( 0 bxg ≤  

Аналогично доказывается утверждение, что если −)(xg вогнутая 
функция при всех ,0≥x  то будет выпуклым и множество решений систе-
мы .0,)( ≥≥ xbxg  

Данные утверждения можно обобщить: множество решений системы 
неравенств mibxgx ii ,...,1 ,)( ,0 =≤≥  выпукло, если −)(xgi выпуклые 
функции для ,0≥x  и множество решений системы неравенств ,0≥x      

,,...,1 ,)( mibxg ii =≥  выпукло, если −)(xgi вогнутые функции для  .0≥x  
Доказывается, что выпуклая функция ),(xf  определенная на выпук-

лом множестве ,X  непрерывна в любой внутренней точке этого множе-
ства. 
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Теорема 2. Если выпуклая функция )(xf  дифференцируема во внут-
ренних точках выпуклого множества ,X  то для любых внутренних точек 

Xxx ∈21,  имеет место неравенство: 
                             ),()()()( 12112 xxxfxfxf −⋅′≥−                           (6.20) 

и, наоборот, если функция )(xf  дифференцируема в каждой внутренней 
точке выпуклого множества X  и для любых внутренних точек Xxx ∈21,  
имеет место неравенство (6.20), то )(xf  является выпуклой функцией. 
Для вогнутости )(xf  необходимо и достаточно выполнение неравенства:   

)()()()( 12112 xxxfxfxf −⋅′≤−  (символ «·» - скалярное произведение). 
Доказательство. Пусть )(xf  выпукла, тогда для любых внутренних 

точек 12 , xx  выпуклого множества X  и любого )1,0(∈α  справедливо не-
равенство )].()([)())(( 121121 xfxfxfxxxf −+≤−+ αα  Отсюда 

                      ).()()())(( 12
1121

xfxfxfxxxf
−≤

−−+
α

α  

Переходя к пределу при ,0→α  получим слева производную по на-
правлению ,12 xxS −=  поэтому ),()()()( 12121 xfxfxxxf −≤−⋅′  что и 
требовалось доказать. 

Докажем обратное утверждение. Пусть  ]1,0[ ,, 21 ∈∈ αXxx  и 
.)1( 21 xxx αα +−=  Так как ,Xx∈  то справедливы неравенства: 

                                    
).()()()(

),()()()(
22

11

xfxfxxxf

xfxfxxxf

≤+−⋅′

≤+−⋅′
 

Умножая первое неравенство на ),1( α−  второе - на ,α  и складывая 
их, выводим 

               ),()()1())1(()( 2121 xfxfxxfxf αααα +−≤+−=  
т. е. )(xf  является выпуклой функцией. 

Теорема 3. Выпуклая функция )(xf , определенная на выпуклом мно-
жестве ,X  достигает своего глобального минимума в каждой точке ,0x  в 
которой градиент функции обращается в нуль; вогнутая же функция в 
точке 0x  будет достигать своего глобального максимума. 

Доказательство. Итак, в точке 0x  градиент .0)( 0 =′ xf  Покажем, что в 
этой точке функция )(xf  имеет глобальный минимум, т. е. что для любой 
точки Xx∈ справедливо неравенство ).()( 0xfxf ≥  Известно, что для 
выпуклой функции )(xf  на множестве X справедливо неравенство 
(6.20), где 1x  и 2x - любые внутренние точки множества .X  Полагая в не-
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равенстве (6.20) 01 xx = и ,2 xx = получаем );()()()( 000 xxxfxfxf −⋅′≥−  
но так как ,0)( 0 =′ xf  то выводим, что ).()( 0xfxf ≥  Таким образом, тео-
рема 3 доказана. 

Теорема 4. Всякий локальный минимум (максимум) выпуклой (вогну-
той) функции ),(xf  определенной на выпуклом множестве ,X  совпадает 
с ее глобальным минимумом (максимумом) на этом множестве. 

Доказательство. Пусть −*x точка локального минимума выпуклой 
функции )(xf  на выпуклом множестве ,X  тогда существует ,0>ε  что 

для всех ,Xx∈  удовлетворяющих ,* ε<− xx  будет выполняться нера-

венство: ).()( * xfxf ≤  Предположим, что существует ,* Xy ∈  для которо-
го ).()( ** xfyf <  Выберем такое ),1,0( , ∈αα  чтобы Xyxx ∈+−= **)1( αα  

удовлетворяла неравенству .* ε<− xx  Тогда  

),()()()1()()()1())1(( ******* xfxfxfyfxfyxf =+−<+−≤+− αααααα  
т. е. получили противоречие, откуда следует, что −*x точка глобального 
минимума. Аналогично для вогнутой функции )(xf  доказывается, что 
всякий ее локальный максимум одновременно является и глобальным 
максимумом на выпуклом множестве .X  

Поскольку в задаче выпуклого программирования все локальные ми-
нимумы (максимумы) являются глобальными, поэтому для ее решения 
достаточно найти какую-либо точку локального минимума (максимума). 
Для решения задач выпуклого программирования разработаны достаточ-
но эффективные методы, основывающиеся на теореме Куна-Таккера.  

6.3.2. Теорема Куна-Таккера 
Определение 6. Говорят, что множество  ,)( :{ ii

n bxgRxX ≤∈=   
}0 ;,...,1 ≥= xmi  удовлетворяет условию Слейтера, если существует такая 

точка Xx ∈ , что ii bxg <)(  для всех .,...,1 mi =  
Определение 7. Функцией Лагранжа задачи выпуклого программиро-

вания (6.13)-(6.15) называется функция  

                          ∑
=

−+=
m

i
iii xgbxfxF

1
)),(()(),( λλ                               (6.21) 

где −= ,,...,1 , miiλ  множители Лагранжа. 
Рассмотрим задачу выпуклого программирования (6.13)-(6.15) при ус-

ловии, что определяется минимум функции ),(xf  т. е.  
                                              min)( →xf                                             (6.22) 

при ограничениях .,...,1 ,0 ;,...,1 ,)( njxmibxg jii =≥=≤  
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Определение 8. Точка ),( ** λx  называется седловой точкой функции 
Лагранжа (6.21) для задачи (6.22), если  

                                 ).,(),(),( **** λλλ xFxFxF ≤≤                            (6.23) 
Замечаем, что в теории выпуклого программирования центральное 

место занимает теорема Куна-Таккера, устанавливающая связь между 
оптимальным решением задачи (6.22) и седловой точкой функции Ла-
гранжа (6.21). Сформулируем эту теорему.  

Теорема 5. Пусть в задаче выпуклого программирования (6.22) допус-
тимое множество X удовлетворяет условию Слейтера. Тогда для того, 
чтобы *x  являлась оптимальным решением задачи (6.22), необходимо и 
достаточно, чтобы существовал такой вектор ),,...,( **

1
*

mλλλ =  где 
,,...,1 ,0* mii =≥λ  чтобы ),( ** λx  была седловой точкой функции Лагранжа. 

Доказательство. Первоначально эта теорема была доказана только 
для случая дифференцируемых функций )(xf  и ).(xgi  Обобщение на 
случай выпуклых функций принадлежит Слейтеру. Если предположить, 
что функции )(xf  и )(xgi  непрерывно дифференцируемы, то теорема 
Куна-Таккера может быть дополнена аналитическими выражениями, оп-
ределяющими необходимые и достаточные условия того, чтобы точка 

),( ** λx  являлась седловой точкой функции Лагранжа, т.е. −*x  опти-
мальным решением задачи выпуклого программирования. Эти выраже-
ния имеют следующий вид: 

                                   nj
x
xF

j
,...,1 ,0),( **

=≥
∂

∂ λ                                    (6.24) 

                                nj
x
xFx

j
j ,...,1 ,,0),( **
* ==

∂
∂ λ                                 (6.25) 

                                          njx j ,...,1 ,0* =≥                                          (6.26) 

                                    mixF

i
,...,1 ,0),( **

=≤
∂

∂
λ
λ                                   (6.27) 

                                 mixF

i
i ,...,1 ,0),( **
* ==

∂
∂

λ
λλ                                  (6.28) 

                                           .,...,1 ,0* mii =≥λ                                         (6.29) 
Если требуется найти максимум функции ),(xf  то неравенства (6.23) 

заменяются на неравенства: 
                               ),,(),(),( **** λλλ xFxFxF ≤≤                             (6.30) 

а условия существования седловой точки функции Лагранжа принимают 
вид: 
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                                   nj
x
xF

j
,...,1 ,0),( **

=≤
∂

∂ λ                                    (6.31) 

                                nj
x
xFx

j
j ,...,1 ,,0),( **
* ==

∂
∂ λ                                 (6.32) 

                                          njx j ,...,1 ,0* =≥                                          (6.33) 

                                    mixF

i
,...,1 ,0),( **

=≥
∂

∂
λ
λ                                   (6.34) 

                                 mixF

i
i ,...,1 ,0),( **
* ==

∂
∂

λ
λλ                                  (6.35) 

                                           .,...,1 ,0* mii =≥λ                                         (6.36) 
Покажем, например, что если выполняются условия (6.24)-(6.26), то 

справедливы и неравенства (6.23), где .0,0 ** ≥≥ λx  При фиксированном 
*λ  функция Лагранжа ),( *λxF  является выпуклой по ,x  поэтому в соот-

ветствии с соотношением (6.20) будет иметь место неравенство  

                     ).(),(),(),( *
**

*** xx
x

xFxFxF −⋅
∂

∂
≥−

λλλ  

Отсюда с учетом равенства (6.32) получаем, что +≥ ),(),( *** λλ xFxF  

.*),( *

x
xFx
∂

∂
⋅+

λ  Поскольку ,0≥x  то опуская неотрицательное второе сла-

гаемое в правой части последнего неравенства, получаем лишь усилен-
ное неравенство: ).,(),( *** λλ xFxF ≥  Таким образом, доказана выполни-
мость правого неравенства в соотношении (6.23). Аналогично доказыва-
ется выполнимость для 0≥λ  и левого неравенства в соотношении (6.23). 
Также нетрудно установить, что из условий (6.23), где ,0,0 ** ≥≥ λx  будут 
следовать и условия (6.24)-(6.29). 
 

6.4. Задача квадратичного программирования  и ее решение 
К классу задач нелинейного программирования, изученному наиболее 

основательно, относятся задачи с линейными ограничениями и нелиней-
ной целевой функции. Но даже для таких задач вычислительные методы 
разработаны лишь в тех случаях, когда целевая функция )(xf  имеет оп-
ределенные свойства, например, записана в виде суммы линейной и 
квадратичной форм. Такие нелинейные задачи, т.е. задачи вида: 
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                       ∑ ∑∑
= = =

→+=
n

j

n
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n

j
jiijjj xxdxcxf

1 1 1
(max) min)(                   (6.37) 

при ограничениях 

                                       ∑
=

=≤
n

j
ijij mibxa

1
,,...,1 ,                                  (6.38) 

                                            ,,...,1 ,0 njx j =≥                                      (6.39) 
называются задачами квадратичного программирования. Чтобы быть 
уверенным, что оптимальное решение в этом случае может быть найде-

но, на матрицу 
nj
niijdD

,..,1
,...,1)(

=
==  квадратичной формы ∑∑

= =

n

i

n

j
jiij xxd

1 1
 следует 

наложить некоторые ограничения. Если отыскивается минимальное зна-
чение функции )(xf , то матрица D  предполагается симметричной и не-
отрицательно определенной; в этом случае функция )(xf  будет выпук-
лой. Если же отыскивается максимальное значение функции )(xf , то 
матрица D  должна представлять симметричную и неположительно оп-
ределенную матрицу; здесь функция )(xf  будет уже вогнутой. Так как 
допустимое множество ,X  определяемое ограничениями вида (6.38)-
(6.39), является выпуклым, следовательно, задача квадратичного про-
граммирования (6.37)-(6.39) относится к классу задач выпуклого про-
граммирования. Замечаем, что эта задача удовлетворяет всем приве-
денным выше требованиям, позволяющим записать необходимые и дос-
таточные условия для седловой точки ),( ** λx  функции Лагранжа. Поэто-
му, применяя для решения задачи квадратичного программирования тео-
рему Куна-Таккера, сведем эту задачу к нахождению допустимой точки 
некоторой задачи линейного программирования. 

Итак, пусть требуется найти минимальное значение целевой функции 
)(xf  вида (6.37) при условиях (6.38)-(6.39). Переходя к решению такой 

задачи, составим локальные условия Куна-Таккера (6.24)-(6.29), являю-
щиеся необходимыми и достаточными условиями оптимальности реше-
ния .*x  Функция Лагранжа в данном случае будет иметь вид: 

                ∑ ∑∑ ∑ ∑
= = = = =

−++=
n

j

n

i

n

j

m

i

m

j
ijijijiijjj bxaxxdxcxF

1 1 1 1 1
).(),( λλ  

Найдем частные производные этой функции: 
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∂
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1 1
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Обозначим в равенствах (6.40)-(6.41) 

                            
∑

∑ ∑

=

= =

=−=−

==++

n

j
iijij

n

k

m

i
jijikkjJ

miwbxa

njvaxdc

1

1 1

.,...,1 ,

,...,1 ,2 λ
 

С учетом этих обозначений условия (6.24)-(6.29), записанные в коор-
динатной форме, примут следующий вид: 

                              

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njxvx

vaxdc

jjj
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1 1

λ
                         (6.42) 

                                   

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λλ
                        (6.43) 

Объединяя соотношения (6.42)-(6.43), окончательно выводим 

                          ;,...,1 ,2
1 1
∑ ∑
= =

=−=−+
n

k

m

i
jjiijkkj njcvaxd λ                    (6.44) 

                                      ∑
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1
;,...,1 ,                            (6.45) 

                     ;,...,1 ,0 ,0 ;,...,1 ,0 ,0 miwnjvx iijj =≥≥=≥≥ λ            (6.46) 

                                          ∑ ∑
= =

=+
n

j

m

i
iijj wvx

1 1
.0λ                                  (6.47) 

Равенства (6.44)-(6.45) образуют систему mn +  линейных уравнений с 
)(2 mn + неотрицательными неизвестными .,...,,,...,,,...,,,..., 1111 mmnn wwvvxx λλ  

Итак, в соответствии с локальными условиями Куна-Таккера решение *x  
является оптимальным решением задачи квадратичного программирова-
ния (6.37)-(6.39) тогда и только тогда, когда совместно с решением 

),...,( 1 nvvv =  существуют решения ),...,( 1 mλλλ =  и ),...,( 1 mwww =  такие, 
что ),...,,,...,,,...,,,...,( 1111 mmnn wwvvxxu λλ=  является решением системы 
(6.44)-(6.46) при условии выполнения равенства (6.47). Таким образом, 
применение теоремы Куна-Таккера для решения задачи квадратичного 
программирования позволяет нелинейную задачу сводить к решению 
системы линейных алгебраических уравнений при соблюдении дополни-
тельного комбинаторного условия (6.47). Это условие требует, чтобы из 
каждых двух ограниченных по знаку переменных jx  и jv  (соответственно  

iλ  и iw ) хотя бы одна равнялась нулю. Иначе говоря, не все решения u 
системы (6.44)-(6.46) удовлетворяют условию (6.47), а только те, в кото-
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рых по крайней мере mn +  компонент равны нулю, т.е. столько, сколько 
уравнений в системе. Но таким свойством обладают базисные допусти-
мые решения системы. Значит искать решение, которое удовлетворяло 
бы условию (6.47), имеет смысл только среди базисных допустимых ре-
шений. Как известно из предыдущих глав, с базисными допустимыми ре-
шениями оперирует симплекс-метод или его модификации, например, 
метод искусственного базиса. Отсюда будем определять неотрицатель-
ное решение u системы линейных уравнений (6.44)-(6.45), удовлетво-
ряющее условию (6.47), с помощью метода искусственного базиса, при-
мененного для нахождения минимального значения искусственной целе-
вой функции ∑=

l
lzzF )(  при условиях (6.44), (6.45), (6.47) с учетом 

(6.46). Здесь −lz  искусственные базисные переменные, введенные в те 
уравнения (6.44)-(6.45), которые не содержат базисных переменных.  

После конечного числа шагов, проведенных с помощью метода искус-
ственного базиса, либо установим неразрешимость, либо получим опти-
мальное решение задачи квадратичного программирования. 

Таким образом, процесс отыскания решения задачи квадратичного 
программирования (6.37)-(6.39) включает следующие этапы: 

1) составляют функцию Лагранжа; 
2) записывают в виде выражений (6.44)-(6.47) необходимые и доста-

точные условия существования седловой точки для функции Ла-
гранжа; 

3) используя метод искусственного базиса, либо устанавливают от-
сутствие седловой точки для функции Лагранжа, либо находят ее 
координаты; 

4) записывают оптимальное решение исходной задачи и вычисляют 
на нем значение целевой функции. 

Пример 6.7. Предприятие выпускает некоторую продукцию, используя 
для этого два технологических способа производства. При первом техно-
логическом способе изготовление 1x  ед. продукции требует затрат, рав-
ных 2

11610 xx ++  у.д.е., а при втором технологическом способе затраты 
на изготовление 2x  ед. продукции составляют 2

22 2415 xx ++  у.д.е. Расход 
ресурсов, используемых на выпуск 1 ед. продукции при различных спосо-
бах производства, и запасы этих ресурсов представлены в следующей 
таблице: 

Расход ресурса на выпуск 1 ед. продукции Способ про-
изводства сырье станки раб. сила энергия 

1 
2 

3 
2 

2 
4 

5 
6 

2 
1 

Запасы ре-
сурсов 

36 40 90 20 
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Необходимо спланировать работу данного предприятия из условия 
получения максимальной прибыли, если известно, что стоимость 1 ед. 
продукции, изготовленной по первому технологическому способу, равна 
46 у.д.е., а по второму технологическому способу – 32 у.д.е.  

Решение. Математическая модель данной экономической задачи бу-
дет представлять следующую задачу квадратичного программирования: 
                                    max2522840  )( 2

22
2
11 →−−+−= xxxxxf  

на множестве ограничений 

                                        








≥
≤+≤+
≤+≤+

.0,
,202  ,9065

,4042  ,3623

21

2121

2121

xx
xxxx

xxxx
 

Функция )(xf  является вогнутой, а система ограничений задачи 
включает только лишь линейные неравенства. Следовательно, можно 
воспользоваться теоремой Куна-Таккера. 

В начале составим функцию Лагранжа: 

);220()6590(
)4240()2336(2522840),(

214213

212211
2
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2
11

xxxx
xxxxxxxxxF

−−+−−+
+−−+−−+−−+−=

λλ
λλλ

затем найдем частные производные этой функции: 
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Тогда необходимые и достаточные условия существования седловой 
точки функции Лагранжа (6.31)-(6.36) примут следующий вид: 
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Для отыскания базисного допустимого решения полученной системы 
линейных уравнений воспользуемся методом искусственного базиса. В 
первое и второе уравнения этой системы, не содержащие базисных пе-
ременных, добавим искусственные базисные переменные 01 ≥z  и 02 ≥z  
соответственно и рассмотрим задачу линейного программирования, со-
стоящую в определении максимального значения искусственной целевой 
функции 

                                        21)( zzzF −−=                                             (6.48) 
при условиях 
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     (6.49) 

Будем решать задачу (6.48)-(6.49) с помощью симплекс-метода; учи-
тывая, что ,0443322112211 =+++++ wwwwvxvx λλλλ  будем выбирать в 
качестве переменной, вводимой в базис, такую, чтобы одновременно в 
базисе не оказались такие пары переменных, как  1x  и 21  , xv  и 12  , λv  и ,1w  

3λ  и 43  , λw  и :4w  
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 

Ба-
зис 

бС
 

Зн-я 
баз. 
пер. 

1x  2x
 

1λ  2λ
 

3λ  4λ
 

1v  2v
 

1w
 

2w
 

3w
 

4w
 

1z  2z
 

iΘ  
 

1z  
2z  
1w  
2w  
3w  

-1 
-1 
0 
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0 
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28 
36 
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18 
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min 
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4w  0 20 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 20 

)(zF   -58 -2 -4 -5 -6 -11 -3 1 1 0 0 0 0 0 0   
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)(zF   0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1   
Таким образом, найдено базисное допустимое решение системы 

уравнений (6.49):  ;4 ;0 ;12 ;0 ;4 ;8 121
*
4
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3
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2
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1 ========= wvvxx λλλλ  

.0 ;26 ;8 432 === www   Так как      ,0  ,0  ,0  ,0 2
*
21

*
12

*
21

*
1 ==== wwvxvx λλ  
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,0   ,0 4
*
43

*
3 == ww λλ  то =),( ** λx  (8; 4; 0; 0; 0; 12) является седловой точ-

кой функции Лагранжа. Следовательно, =*x (8; 4) - оптимальное реше-
ние  рассматриваемой задачи. Отсюда, если предприятие будет выпус-
кать по первому технологическому способу 8 ед. продукции, а по второму 
технологическому способу - 4 ед. продукции, то может достичь макси-
мальной прибыли, равной == )( ** xff  311 у. д. е. 

6.5. Решение задач нелинейного программирования с сепара-
бельными функциями 

Определение 9. Функция ,),( nRxxf ∈  называется сепарабельной, 
если для нее справедливо представление: =++= )(...)(),...,( 111 nnn xfxfxxf  

∑
=

=
n

j
jj xf

1
).(  Будем рассматривать задачу нелинейного программирова-

ния, в которой целевая функция и функции в системе ограничений явля-
ются сепарабельными, т.е. задачу вида: 

                                    ∑
=

→=
n

j
jj xfxf

1
(max) min)()(                                (6.50) 

на множестве ограничений 

                                          ∑
=

=≤
n

j
ijij mibxg

1
,...,1 ,)(                                   (6.51) 

                                                  .,...,1 ,0 njx j =≥                                       (6.52) 
Приближенное решение такой задачи можно найти с помощью метода 

кусочно-линейной аппроксимации: для всех )( jj xf  и )( jij xg  строятся их 
кусочно-линейные аппроксимации, и нелинейная задача заменяется при-
ближенной задачей линейного программирования, которая решается 
симплекс-методом. При этом находится ее локальный экстремум, кото-
рый будет приближенным локальным экстремумом данной задачи. Если 
задача (6.50)-(6.52) является задачей выпуклого программирования, то 
найденный приближенный локальный экстремум будет одновременно и 
глобальным. Поэтому рассмотрим использование метода кусочно-
линейной аппроксимации для решения задачи выпуклого программиро-
вания, т. е. задачи вида (6.50)-(6.52), в которой )(xf  представляет вы-
пуклую (вогнутую) функцию, а допустимое множество ,X  описываемое 
неравенствами (6.51)-(6.52), является выпуклым множеством. 

Замену нелинейной функции ее кусочно-линейной аппроксимацией 
рассмотрим на примере непрерывной функции )(xf  одной переменной, 
определенной на отрезке ].,[ 21 αα  Разделим отрезок ],[ 21 αα  точками 

212110 ,,...,, , αα == − rr xxxxx  и вычислим соответствующие значения 
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функции )(xf  в точках деления ).(),...,(),( 10 rxfxfxf Точки ))(,( kk xfx  на 
кривой )(xf  соединим отрезками прямых линий (см. рис. 6.8). 

 
                                        )(xf                            )()(~

kxfxf −          )( 1+kxf  
 
               )(~ xf                                            )( kxf  
                
 
 
     2110   xxx α=            21 α=− rr xx                            kx             x             

1+k
x  

Рис. 6.8. 
Мы получим таким образом кусочно-линейную аппроксимацию, т.е. 

функцию )(~ xf , которая приближает данную функцию )(xf . При измель-
чении частичных отрезков ],[ 1+kk xx  приближение уточняется. 

Как уже отмечалось в § 6.3 данной главы, выпуклая (вогнутая) функ-
ция, определенная на выпуклом множестве, непрерывна в любой внут-
ренней точке этого множества и, кроме того, сумма выпуклых (вогнутых) 
функций представляет выпуклую (вогнутую) функцию, а множество ре-
шений системы неравенств ,,...,1 ,)( ,0 mibxgx ii =≤≥   выпукло, если 

−)(xgi  выпуклые функции для всех .0≥x   Отсюда все функции )( jj xf  и 
)( jij xg  в задаче выпуклого программирования (6.50)-(6.52) будут непре-

рывными. 
Разобьем отрезок −jj αα (  ],0[  максимальное значение переменной 

),jx  из которого переменная jx  может принимать значения, на jr  час-
тичных  отрезков точками ;kjx  при этом . ;00 jjrj j

xx α==  Используя опи-

санный выше способ, построим кусочно-линейные аппроксимации )(~
jj xf  

и )(~
jij xg  для всех функций )( jj xf  и ),( jij xg  и перейдем от задачи 

(6.50)-(6.52) к приближенной задаче: 

                             ∑
=

→=
n

j
jj xfxf

1
(max) min)(~)(~                                (6.53) 

на множестве ограничений  

                                       ∑
=

=≤
n

j
ijij mibxg

1
;,...,1 ,)(~                                     (6.54) 

                                              .,...,1 ,0 njx j =≥                                           (6.55) 
Теперь определим локальный экстремум полученной приближенной 

задачи (6.53)-(6.55). С этой целью прежде всего найдем аналитический 
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вид каждой аппроксимирующей функции )(~ ),(~
jijjj xgxf  на отрезке 

].,[  1 jkkj xx +  
Из рис. 6.8 видно, что  

                   ),(
)()(

)()(~

 1

 1
kjj

kjjk

kjjjkj
kjjjj xx

xx
xfxf

xfxf −
−

−
+=

+

+              (6.56) 

                  ),(
)()(

)()(~
 1

 1
kjj

kjjk

kjijjkij
kjijjij xx

xx
xgxg

xgxg −
−

−
+=

+

+             (6.57) 

где −jx  произвольная точка отрезка ].,[  1 jkkj xx +  Однако каждую фикси-
рованную точку x  можно представить в виде: ,)1(  1 jkkjj xxx ++−= αα  где 

],1,0[∈α  или ).(  1 kjjkkjj xxxx −=− +α  Подставляя в (6.56)-(6.57) вместо 

kjj xx −  выражение ),(  1 kjjk xx −+α  получаем  

 ),()()1()]()([)()(~
 1 1 jkjkjjkjjjkjkjjjj xfxfxfxfxfxf ++ +−=−+= ααα   (6.58) 

                           ).( )()1()(~
 1 jkijkjijjij xgxgxg ++−= αα                            (6.59) 

Обозначив в равенствах (6.58)-(6.59) , ,1  1 jkkj +==− αααα  будем 
иметь, что на отрезке ],[  1 jkkj xx +  

                      ),()()(~
 11 jkjkkjjkjj xfxfxf +++= αα  

                      ),()()(~
 11 jkijkkjijkjij xgxgxg +++= αα      

где . ,1 ,0 ,0  1111 jkkkjkjkkkk xxx ++++ +==+≥≥ αααααα  Обобщив полу-
ченные соотношения так, чтобы с их помощью можно было определить 
любую точку ],0[ jjx α∈  и любые соответствующие функции )(~

jj xf  и 
),(~

jij xg  получаем 

                                         ∑
=

=
jr

k
kjjkjjj xfxf

0
),()(~ α                                      (6.60) 

                                        ∑
=

=
jr

k
kjijkjjij xgxg

0
),()(~ α                                      (6.61) 

 где 1 ,0 ,
00

=≥= ∑∑
==

jj r

k
kjkj

r

k
kjkjj xx ααα  при всех ,,...,1 ;,...1 ;, njmijk ==   (6.62) 

причем для данного j  не более двух соседних по индексу k  значений kjα  
могут быть положительными, ибо только в этом случае, точки, опреде-
ляемые выражениями (6.62), (6.60) и (6.62), (6.61), будут лежать на ап-
проксимирующей ломаной. Подчеркнем, что при построении функций 

)(~
jj xf  и )(~

jij xg  используется одно и то же разбиение отрезка ].,0[ jα  
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При этом точки kjx  выбираются так, чтобы обеспечить нужную точность 
аппроксимации всех функций )( jj xf  и ).( jij xg  

Подставляя выражения (6.60)-(6.62) в соотношения (6.53)-(6.55), по-
лучаем следующую приближенную задачу линейного программирования: 

                        ∑ ∑
= =

→=
n

j

r

k
kjjkj

j
xfxf

1 0
(max) min)()(~ α                           (6.63) 

на множестве ограничений 

                                 ∑ ∑
= =

=≤
n

j

r

k
ikjijkj

j
mibxg

1 0
;,...,1 ,)(α                                 (6.64) 

                   ∑
=

==≥==
jr

k
jkjkj njrknj

0
.,...,1 ,,...,0 ,0 ;,...,1 ,1 αα                  (6.65) 

Заметим, что в соотношениях (6.63)-(6.64) )( kjj xf  и −)( kjij xg  фикси-
рованные числа, поэтому в полученной приближенной задаче вместо пе-
ременных jx  используются переменные .kjα  Решая задачу линейного 
программирования (6.63)-(6.65) с помощью симплекс-метода при допол-
нительном условии, что в базис могут одновременно входить при каждом 
j  не более 2-х соседних по индексу k  переменных ,kjα  найдем ,*

kjα  а за-

тем по формуле ∑
=

=
jr

k
kjkjj xx

0

** α  определим значения координат точки экс-

тремума приближенной задачи. При этом точность полученного решения 
будет зависеть от выбранного шага разбиения промежутка ].,0[ jα Чем 
меньше шаг, тем более точным является полученное решение. 

Таким образом, процесс нахождения решения задачи нелинейного 
программирования вида (6.50)-(6.52) с помощью метода кусочно-
линейной аппроксимации включает следующие этапы: 

1) каждую из сепарабельных функций )( jj xf  и )( jij xg  заменяют ку-
сочно-линейной аппроксимацией вида (6.60)-(6.61); здесь для упрощения 
вычислений переменные, входящие в задачу линейно, не следует выра-
жать через ;kjα  

2) строят приближенную задачу линейного программирования вида 
(6.63)-(6.65); 

3) находят ее решение, используя для этого симплекс-метод; 
4) определяют оптимальное решение исходной задачи и вычисляют 

на нем значение целевой функции. 
Пример 6.8. Магазин оптовой торговли реализует два вида продукции 

1А  и 2А . Полезная площадь помещений этого магазина с учетом коэф-
фициента оборачиваемости составляет 480 м2; рабочее же время работ-
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ников, используемое в течение недели, ограничено величиной, равной 
720 чел.-ч. Затраты этих ресурсов на реализацию 1 тыс. руб. продукции 
каждого вида заданы в таблице: 

Затраты ресурсов на реализацию 1 тыс. руб. 
Ресурсы 

1А  2А  
Полезная площадь, м2 
Рабочее время, чел.-ч. 

2 
3 

2 
4 

Прибыль, получаемая магазином от реализации 1 тыс. руб. продукции 
каждого вида jА , зависит линейно от −jx объема реализованной про-
дукции вида jА , выраженного в тыс. руб.: прибыль от реализации 1 тыс. 
руб. продукции 1А  равна 720 - ,3 1x  а продукции .2  - 560 22 xA −  Необхо-
димо найти такой план товарооборота за неделю, при котором магазин 
смог бы получить максимальную прибыль. 

Решение. Составим математическую модель данной экономической 
задачи: 

                     max25603720)( 2
22

2
11 →−+−= xxxxxf   

при ограничениях 

                                           








≥
≤+
≤+

.0,
72043
48022

21

21

21

xx
xx
xx

 

В данной задаче целевую функцию )(xf  можно представить как сум-
му двух функций: 2

1111 3720)( xxxf −=  и ,2560)( 2
2222 xxxf −=  каждая из 

которых есть функция одной переменной. Таким образом, )(xf  является 
сепарабельной функцией, кроме того, она представляет вогнутую функ-
цию (как квадратичная форма с неположительно определенной матри-
цей). Допустимое множество ,X  определяемое ограничениями задачи, 
выпукло. Значит, рассматриваемая задача нелинейного программирова-
ния с сепарабельными функциями и для отыскания глобального макси-
мума ее целевой функции можно использовать метод кусочно-линейной 
аппроксимации. Так как нелинейной функцией является только целевая 
функция, следовательно, только ее следует заменить кусочно-линейной 
аппроксимацией. Анализируя ограничения исходной задачи, можно за-
ключить, что переменная 1x  будет принимать значения из промежутка 
[0;240]; −2x  из промежутка [0;180]. Выберем в качестве шага разбиения 
этих промежутков на частичные отрезки шаг, равный 30. Тогда отрезок 
[0;240] для переменной 1x  разобьется на 8 частичных отрезков точками 

;240 ;210 ;180 ;150 ;120 ;90 ;60 ;30 ;0 817161514131211101 ========= xxxxxxxxx
а отрезок [0;180] для переменной −2x на 6 частичных отрезков точками 
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.180 ;150 ;120 ;90 ;60 ;30 ;120 62524232221202 ======= xxxxxxx  Вычислим 
теперь значения )( 11 xf  и )( 22 xf  в соответствующих точках: 

1kx  0 30 60 90 120 150 180 210 240 
)( 11 kxf

 
0 18900 32400 40500 43200 40500 32400 18900 0 

 
2kx  0 30 60 90 120 150 180 

)( 22 kxf
 

0 15000 26400 34200 38400 39000 36000 

Используя формулы (6.60), (6.62), находим  
+++++= 5141131211111 4050043200405003240018900)(~ αααααxf  

,1890032400 7161 αα ++  
,240210180150120906030 81716151413121111 αααααααα +++++++=x  

,360003900038400342002640015000)(~
62524232221222 αααααα +++++=xf

.180150120906030 6252423222122 αααααα +++++=x  
Подставляя полученные выражения в исходную задачу, получаем 

следующую приближенную задачу линейного программирования: 
++++++= 615141312111 324004050043200405003240018900~ ααααααf

+++++++ 524232221271 390003840034200264001500018900 αααααα
max36000 62 →+ α  при условиях 


















=≥=≥≥

=++++++

=++++++++

=+++++++
++++++++

=+++++++
++++++++

.6,...,0 ,0 ;8,...,0 ,0 ;0,

;1

;1

;720720600480360240120
72063054045036027018090

;48036030024018012060
48042036030024018012060

2143

62524232221202

817161514131211101

4625242322212

8171615141312111

3625242322212

81716151411312111

kkxx

x

x

kk λλ

ααααααα

ααααααααα

αααααα
αααααααα

αααααα
αααααααα

 

Система линейных уравнений является канонической, так как каждое 
ее уравнение содержит свою базисную переменную (в системе она выде-
лена) и имеет неотрицательную правую часть. Отсюда решение получен-
ной приближенной задачи линейного программирования может быть най-
дено с помощью симплекс-метода. Это решение будет выглядеть сле-
дующим образом:  

============= 52221202318171615141211101
~~~~ ;1~ ;0~~~~~~~~ ααααααααααααα

.0~ ;75~ ;43~ ;41~ ;0~
43423262 ====== xxααα  
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По найденным 1
~

kα  и 2
~

kα  определяем приближенное решение исходной 
задачи: .2225431204190~ ;90190~

21 =⋅+⋅==⋅= xx  Прибыль при этом 
будет равна =f~ 78187,5 тыс. руб. Оптимальным же решением данной 

задачи является 
11
778763)( ;

11
7103

11
1140 ;

11
9101

11
1120 ***

2
*
1 ====== xffxx  

тыс. руб. (его можно найти с помощью геометрических построений). Для 
улучшения полученного приближения следует выбрать шаг разбиения 
промежутков меньший, например, равный 15 и т.д.  

6.6. Задачи дробно-линейного программирования и их решения 
К задачам дробно-линейного программирования относят задачи сле-

дующего вида: 

                            (max) min)(

1
0

1
0

→
+

+
=
∑

∑

=

=
n

j
jj

n

j
jj

dxd

cxc
xf                            (6.66)  

при условиях  

                                          ∑
=

==
n

j
ijij mibxa

1
;,...,1 ,                                      (6.67) 

                                               ,,...,1 ,0 njx j =≥                                          (6.68) 
где −=== njmibanjdc iijjj ,...,1 ;,...,1 , , ;,...,0 , ,  заданные числа. 

Замечаем, что целевые функции вида (6.66) входят в математические 
модели многих экономических задач. Например, предположим, что завод 
производит однотипную продукцию, используя для этого оборудование 
различных типов. Пусть −jc  это затраты на производство продукции с 
использованием одного комплекта оборудования −j го типа за некоторое 
время; −jd  количество единиц продукции, произведенной с помощью 
этого комплекта за то же время. На заводе установлено jx  комплектов 
оборудования −j го типа. Тогда затраты на производство единицы про-
дукции завода будут равны  

                                           ,)(

1

1

∑

∑

=

== n

j
jj

n

j
jj

xd

xc
xf  

т.е. затраты на производство единицы продукции описываются целевой 
функцией вида (6.66). 
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Предположим, что допустимое множество ,X  определенное условия-
ми (6.67)-(6.68), не содержит точки, в которой знаменатель функции (6.66) 

обращался бы в нуль, т.е. функция ∑
=

+
n

j
jj dxd

1
0  сохраняет свой знак на 

всем допустимом множестве .X  Для определенности будем считать его 
положительным.  Если это не так, то умножим числитель и знаменатель 
дроби (6.66) на (-1). Обозначим знаменатель дроби (6.66) через ,

1
0y  т.е. 

,1
01

0 ydxd
n

j
jj =+∑

=
и введем новые переменные: 

                                     .,...,1 ,0 njxyy jj ==                                        (6.69) 
В этих переменных исходная задача (6.66)-(6.68) примет следующий 

вид: 

                           ∑
=

→+=
n

j
jj ycycyf

1
00 (max) min)(~  

при условиях 

                                          

,,...,1 ,0 ,0

,1

,,...,1 ,0

1
00

1
0

njy

ydyd

miybya

j

n

j
jj

n

j
ijij

=≥

=+

==−

∑

∑

=

=

 

т.е. преобразуется в задачу линейного программирования. Найдя ее оп-
тимальное решение ),,...,( **

0
*

nyyy =  с помощью соотношений (6.69) мож-
но определить оптимальное решение исходной задачи (6.66)-(6.68): 

                                                    .,...,1 ,*
0

*
* nj

y

y
x j

j ==  

Замечание. Если при решении задачи линейного программирования 
окажется, что ,0*

0 =y  то делается вывод, что допустимое множество X  
не ограничено,  и минимум (максимум) функции )(xf  вида (6.66) на нем 
не достигается.  

Пример 6.9. Для производства двух видов изделий А и В предприятие 
использует три типа технологического оборудования. Каждое из изделий 
должно пройти обработку на всех трех типах оборудования. Время обра-
ботки каждого из изделий на оборудовании данного типа приведено в 
таблице. В ней также указаны затраты, связанные с производством 1 из-
делия каждого вида: 
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Затраты времени (ч.) на обработку 1 изделия Тип оборудования А В 
1 
2 
3 

2 
1 

12 

8 
1 
3 

Затраты на произ-
водство 1 изделия ($) 2 3 

Оборудование 1 и 3 типов предприятие может использовать не более 
26 ч. и 39 ч. При этом оборудование 2 типа целесообразно использовать 
не менее 4 ч. Требуется определить, сколько изделий каждого вида сле-
дует изготовить предприятию, чтобы себестоимость 1 изделия была ми-
нимальной.  

Решение. Предположим, что предприятие изготовит 1x  изделий вида 
А и 2x  изделий вида В. Тогда общие затраты на их производство будут 
равны 21 32 xx +  $, а себестоимость 1 изделия в $ составит 

.32)(
21

21

xx
xxxf

+
+

= Отсюда математическая модель данной экономической 

задачи запишется в виде:  

                                min32)(
21

21 →
+
+

=
xx
xxxf  

при условиях 

                                             











≥
≤+

≥+
≤+

.0,
39312

4
2682

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx

 

Преобразуем эту модель в задачу вида (6.66)-(6.68), т.е. в задачу 
дробно-линейного программирования: 

                                min32)(
21

21 →
+
+

=
xx
xxxf  

при условиях  

                                           











=≥
=++

=−+
=++

.5,...,1 ,0
39312

4
2682

521

421

321

jx
xxx

xxx
xxx

j

 

Замечаем, что допустимое множество ,X  состоящее из точек 
),,,,,( 54321 xxxxxx =  которые удовлетворяют условиям данной задачи, не 

содержит точек, первые две компоненты которых равнялись бы нулю, т.е. 
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точек, в которых знаменатель целевой функции )(xf  обращался бы в 
нуль. Отсюда   021 >+ xx  для всех .Xx∈  Обозначим знаменатель целе-

вой функции через ,
1

0y т.е. ,1
21

0
xxy +=  и введем новые переменные: 

                                   .5,...,1 ,
21

=
+

= j
xx

x
y j

j  

Тогда рассматриваемая задача дробно-линейного программирования 
сведется к следующей задаче линейного программирования: 

                                 min32)(~
21 →+= yyyf  

при условиях  

                                     














=≥
=+

=−++
=−−+

=−++

.5,...,0 ,0
1

039312
04

02682

21

0521

0421

0321

ky
yy

yyyy
yyyy

yyyy

k

 

Ее система уравнений не является канонической, так как второе и 
четвертое уравнения не содержат базисных переменных. Поэтому будем 
решать эту задачу с помощью метода искусственного базиса. На его пер-
вом этапе приведем систему уравнений к каноническому виду, решив для 
этого вспомогательную задачу: 

                                      min)( 21 →+= zzzF  
при условиях 

                                       















≥≥=≥
=++

=−++

=+−−+

=−++

,0 ,0 ;5,...,0 ,0
1

039312

04

02682

21

221

0521

10421

0321

zzky
zyy

yyyy

zyyyy

yyyy

k

 

где −21, zz  искусственные базисные переменные. 
Так как система уравнений вспомогательной задачи является канони-

ческой, следовательно, решение этой задачи можно найти с помощью 
симплекс-метода. 

0 0 0 0 0 0 1 1 Ба-
зис бc~

 

Зн-е базис-
ной пере-
менной 1y  2y  3y  4y  5y  0y  1z  2z  iΘ  

 

3y  
1z  

5y  

0 
1 
0 

0 
0 
0 

2 
1 

12 

8 
1 
3 

1 
0 
0 

0 
-1 
0 

0 
0 
1 

-26 
-4 

-39 

0 
1 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

 
min 



 

 

40

2z  1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 
)(zF   1 2 2 0 -1 0 -4 0 0   

3y  

1y  

5y  

2z  

0 
0 
0 
1 

0 
0 
0 
1 

0 
1 
0 
0 

6 
1 
-9 
0 

1 
0 
0 
0 

2 
-1 
12 
1 

0 
0 
1 
0 

-18 
-4 
9 
4 

-2 
1 

-12 
-1 

0 
0 
0 
1 

- 
- 
0 
41  

 
 

min 

)(zF   1 0 0 0 1 0 4 -2 0   
3y  

1y  

0y  

2z  

0 
0 
0 
1 

0 
0 
0 
1 

0 
1 
0 
0 

-12 
-3 
-1 
4 

1 
0 
0 
0 

26 
13/3 
4/3 

-13/3

2 
4/9 
1/9 
-4/9 

0 
0 
1 
0 

-26 
-13/3
-4/3 
13/3 

0 
0 
0 
1 

- 
- 
- 

1/4 

 
 
 

min 
)(zF   1 0 4 0 -13/3 -4/9 0 10/3 0   

3y  

1y  

0y  

2y  

0 
0 
0 
0 

3 
¾ 
¼ 
¼ 

0 
1 
0 
0 

0 
0 
0 
1 

1 
0 
0 
0 

13 
13/12 

1/4 
-13/12 

2/3 
1/9 
0 

-1/9 

0 
0 
1 
0 

-13 
-13/12 
-1/4 

13/12 

3 
3/4 
1/4 
1/4 

  

)(zF   0 0 0 0 0 0 0 -1 -1   
Отсюда система уравнений преобразована в каноническую систему 

вида: 

                                   




















=≥

=−−

=+

=++

=++

.5,...,0 ,0
4
1

9
1

12
13

4
1

4
1

4
3

9
1

12
13

3
3
213

542

04

541

543

ky

yyy

yy

yyy

yyy

k

 

Замечаем, что ее базисное допустимое решение == ),,,,,( *
0

*
5

*
4

*
3

*
2

*
1

* yyyyyyy  
)4/1 ,0 ,0  ,3 ,4/1 ,4/3(=  представляет оптимальное решение задачи ли-

нейного программирования. Отсюда используя соотношения: 

                                              ,5,...,1 ,*
0

*
* == j

y

y
x j

j  
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найдем оптимальное решение исходной задачи: ;3
4/1
4/3*

1 ==x  

.0 ;0 ;12
4/1

3 ;1
4/1
4/1 *

5
*
4

*
3

*
2 ====== xxxx  Следовательно, предприятие 

должно изготовить 3 изделия вида А и 1 изделие вида В; себестоимость 1 

изделия $5,2
13

1332)( ** =
+

⋅+⋅
== xff  при этом будет минимальной. 

6.7. Решение задач нелинейного программирования с помощью 
градиентных методов 

В предыдущих параграфах были описаны методы решения задач не-
линейного программирования, основывающиеся на преобразовании этих 
задач к виду, допускающему применение симплекс-метода. Природа та-
кого «преобразования» очень сильно зависит от типа рассматриваемой 
задачи. В одних случаях не требуется никакой предварительной аппрок-
симации, в других аппроксимация нужна. В этом и последующих пара-
графах данной главы будут описаны градиентные методы, с помощью ко-
торых можно, вообще говоря, решить любую задачу нелинейного про-
граммирования. Однако в общем случае при дополнительных ограниче-
ниях относительно свойств функций  )( ),( xgxf i применение этих мето-
дов позволяет найти точку локального экстремума. Поэтому более целе-
сообразно использовать градиентные методы для нахождения решения 
задач выпуклого программирования, в которых всякий локальный экстре-
мум является одновременно и глобальным.  

Замечаем ,что любой из градиентных методов представляет собой 
итерационный процесс, в котором, начиная с некоторой точки  ,0x  пере-
ходят шаг за шагом к некоторым другим точкам, улучшая при этом значе-
ние целевой функции, и такой переход осуществляется до тех пор, пока 
не будет найдено приемлемое решение исходной задачи. 

Сначала изложим суть градиентного поиска точки экстремума при 
решении задач нелинейного программирования без ограничений, т.е. за-
дач вида:  (max), min)( →xf  где )(xf  представляет нелинейную диффе-
ренцируемую функцию. 

Выбирается произвольно точка   ,0x  и с помощью антиградиента 
)( 0xf ′−  (градиента )( 0xf ′ ), вычисленного в этой точке, определяется 

направление, в котором функция )(xf  убывает (возрастает) с наиболь-
шей скоростью, а затем, сделав небольшой шаг в найденном направле-
нии, осуществляется переход в новую точку .1x  Потом снова определя-
ется наилучшее направление )( 1xf ′−  (  )( 1xf ′ ) для перехода в следую-
щую точку 2x   и т.д. Таким образом, строится последовательность точек 
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,...,...,, 10 kxxx так, чтобы она сходилась к точке минимума (максимума) 
,*x  т.е. для точек последовательности выполнялись бы условия: 

   ...).  )(...)()(...()(...)()( 1010 <<<>>>> kk xfxfxfxfxfxf  
Движение из точки kx  в новую точку  1+kx  осуществляется по прямой, 

проходящей через точку   kx  и имеющей уравнение: 
                     )),((  )( k

k
kk

k
k xfxxxfxx ′+=′−= λλ                       (6.70) 

где −kλ  числовой параметр, от которого зависит величина шага. Как 
только значение параметра в уравнении (6.70) выбрано: ,0

kk λλ =  так ста-
новится определенной следующая точка: 
                      )).((  )( 0101 k

k
kkk

k
kk xfxxxfxx ′+=′−= ++ λλ  

Градиентные методы отличаются друг от друга способом выбора ве-
личины шага, т.е. значения 0

kλ  параметра .kλ  Можно, например, двигать-
ся из точки в точку с постоянным шагом ,λλ =k  т.е. при любом =+1  kxk  

)).((  )( 1 kkkkk xfxxxfx ′+=′− + λλ  Если при этом окажется, что 
)),()((  )()( 11 kkkk xfxfxfxf <> ++  то следует возвратиться в точку kx  и 

уменьшить значение параметра, например, до .
2
λ  

Иногда величину шага 0
kλ  можно находить из решения следующей за-

дачи одномерной минимизации (максимизации): 
           max).))(((  min))(( →′+→′− k

k
kk

k
k xfxfxfxf λλ  

Замечаем, что градиентные методы, как правило, позволяют получать 
точное решение задачи нелинейного программирования за бесконечное 
число шагов и только в некоторых случаях - за конечное. В связи с этим 
градиентные методы относят к приближенным методам решения. 

Если ищется приближенное решение, то поиск можно прекратить, ос-
новываясь на следующих соображениях. После каждой серии из опреде-
ленного числа шагов сравнивают достигнутые значения целевой функции 

).(xf  Если после очередной серии изменение )(xf  не превышает неко-
торого наперед заданного малого числа ,ε  поиск прекращают и достигну-
тое значение )(xf  рассматривают как искомый приближенный минимум 
(максимум), а соответствующее ему x  принимают за .*x  Если целевая 
функция )(xf  выпуклая (вогнутая), то необходимым и достаточным ус-
ловием оптимальности точки *x  является равенство нулю градиента 
функции в этой точке. 

Наиболее распространенным вариантом градиентного поиска являет-
ся метод наискорейшего спуска (подъема). Суть его состоит в следую-
щем. 
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После определения антиградиента )( kxf ′−  (градиента )( kxf ′ ) в точ-
ке kx  движение вдоль прямой ))((  )( k

k
kk

k
k xfxxxfxx ′+=′−= λλ  про-

изводится до точки ,1+kx  в которой достигается минимальное (макси-
мальное) значение функции )(xf  в направлении антиградиента )( kxf ′−  
(градиента )( kxf ′ ). Затем в точке 1+kx  вновь определяется антиградиент  

)( 1+′− kxf  (градиент )( 1+′ kxf ), и движение совершается по прямой 
))((  )( 1

1
11

1
1 +

+
++

+
+ ′+=′−= k

k
kk

k
k xfxxxfxx λλ  в направлении нового анти-

градиента )( 1+′− kxf  (градиента )( 1+′ kxf ) до точки ,2+kx  в которой дости-
гается минимальное (максимальное) в этом направлении значение )(xf . 
Движение продолжается до тех пор, пока не будет достигнута точка ,*x  
соответствующая наименьшему (наибольшему) значению целевой функ-
ции )(xf . 

На рис. 6.9 приведена схема движения к оптимальной точке *x  мето-
дом наискорейшего подъема. 
    

                                         1+kx                          )( 2+′ kxf  
                                                              

                    )( kxf ′    )( 1+′ kxf  2+kx  
 

                   kx                                          )()( 1 kk xfxf f+  

                                                           )( kxf  
 

Рис. 6.9. 
В данном случае направление градиента )( kxf ′  в точке kx  является 

касательным к линии уровня функции )(xf  в точке ,1+kx  следовательно, 
градиент )( 1+′ kxf  в точке 1+kx  ортогонален градиенту  )( kxf ′ . Действи-
тельно, перемещение из точки kx  в точку )(1 k

k
kk xfxx ′+=+ λ  сопровож-

дается возрастанием функции )(xf  на величину          
                                     =−=∆ + )(   )()( 1 kk xfxfxf   

−
∂

∂
+

∂
∂

+=−= +++ ))(;...;)(() ...; ; ;();...; ;( k
1

k121
11

2
1

1
n

k
k
n

k
kk

n
kkk

n
kk

x
xfx

x
xfxfxxxfxxxf λλ

).;...;( 1
k
n

k xxf−                                                                                             (6.71) 
Из выражения (6.71) видно, что приращение f∆  является функцией пе-
ременной ,kλ  т.е. ).( kff λ∆=∆  При нахождении максимума функции  
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)(xf  в направлении градиента  )( kxf ′  необходимо выбирать шаг пере-
мещения (множитель kλ ), обеспечивающий наибольшее возрастание 
приращению функции ).( kf λ∆  Эта величина kλ  может быть определена 
из необходимого условия существования экстремума функции :)( kf λ∆  

                                               .0
))((
=

∆

k

k

d
fd
λ
λ

                                            (6.72) 

Найдем выражение для производной, дифференцируя равенство 
(6.71) по kλ  как сложную функцию: 

    ).()()()(...)()())(( 1
1

11

1
kk

n

k

n

kkk

k

k xfxf
x
xf

x
xf

x
xf

x
xf

d
fd ′⋅′=

∂
∂
⋅

∂
∂

++
∂

∂
⋅

∂
∂

=
∆ +

++

λ
λ

 

Подставляя этот результат в равенство (6.72), получаем  

                              .0)()(
))(( 1 =′⋅′=

∂
∆ + kk

k

k xfxf
fd
λ
λ

                               (6.73) 

Последнее соотношение имеет простое геометрическое истолкова-
ние: градиент в следующей точке 1+kx ортогонален градиенту в предыду-
щей точке  .kx   

Пример 6.10. Найти выпуск продукции 1x  и 2x  соответственно 1 и 2 
вида, при котором прибыль, выражаемая в виде функции: 
                      ,21026)( 2

22
2
11 xxxxxf −+−=  будет максимальной. 

Решение. Начнем оптимизационный поиск с точки ).2
1;2

3(0 =x  Бу-
дем сопровождать решение задачи графической иллюстрацией (рис. 
6.10). Уравнение линий уровня целевой функции :)(xf   

                            ,21026 2
22

2
11 α=−+− xxxx  

где ),;( +∞−∞∈α  представляет уравнение окружностей: 

α−=−+− 17)2
5(2)2

3(2 2
2

2
1 xx  или 22

2
2

1 2
17)2

5()2
3( Rxx =

−
=−+−

α  

с общим центром в точке )2
5;2

3(  и радиусом .
2

17 α−
=R  

2x  
5                    9=α  
4   15=α  
3               *x     
2                )( 0xf ′  
1 
     
            1   2  3  4   5     1x              Рис. 6.10.   
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При 15  ;9=α  радиусы окружностей будут равны 2; 1. Найдем гради-
ент функции  :)(xf  

                                       ).410;46()( 21 xxxf −−=′  

Шаг 1. Вычисляем ).8  ;0()2
1;2

3()( 0 =′=′ fxf  

На рис. 6.10 с началом в точке )2
1;2

3(0 =x  построен вектор 

),2 ;0()(4
1 0 =′ xf  указывающий направление наискорейшего возрастания 

функции в точке .0x  На этом направлении расположена следующая точка 
).82

1;2
3()8 ;0()2

1;2
3()( 00

0
0

01 λλλ +=+=′⋅+= xfxx  В этой точке 

).328  ;0())82
1(410 ;2

346()( 001 λλ −=+⋅−⋅−=′ xf  Используя далее ус-
ловие (6.73), получаем 

             .0)328(8)8  ;0()328  ;0()()())((
00

01

0

0 =−=⋅−=′⋅′=
∂
∆

λλ
λ
λ

xfxf
fd

 

Отсюда .4
1

32
8

0 ==λ  Так как ,0256))328(8(
))((

0
0

2
0

0
2

<−=−=
∂

∆
λ

λλ
λ

d
dfd

 

то найденное значение 4
1

0 =λ  является точкой максимума ).(xf∆  Нахо-

дим ).2
5;2

3()4
182

1;2
3(1 =⋅+=x  

Шаг 2. Начальная точка для второго шага - ).2
5;2

3(1 =x  Вычисляем 

в ней градиент: ).0;0()( 1 =′ xf  Следовательно, −= )2
5;2

3(1x  стационар-

ная точка. Но так как )(xf  представляет вогнутую функцию, то в найден-

ной точке )2
5;2

3(  достигается ее глобальный максимум .17)( ** == xff  

6.8. Решение задачи выпуклого программирования с линейны-
ми ограничениями  

 
Сразу же отметим тот факт, что если целевая функция )(xf  в задаче 

выпуклого программирования с ограничениями имеет единственный экс-
тремум, и он находится внутри допустимой области, то для поиска этого 
экстремума применяется выше изложенная методика без каких-либо из-
менений. 

Рассмотрим задачу выпуклого программирования с линейными огра-
ничениями: 

                                        (min) max)( →xf                                        (6.74) 
                                         ,,...,1  , mibxA ii =≤                                      (6.75) 
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                                                   .0≥x                                                  (6.76) 
Предполагается, что )(xf  является вогнутой (выпуклой) функцией и 

имеет непрерывные частные производные в каждой точке допустимого 
множества; ). ... (  ,),...,  ,( 2121 iniii

n
n

T aaaARxxxx =∈=  
Сначала геометрически проиллюстрируем процесс решения этой за-

дачи (см. рис. 6.11). Пусть начальная точка 0x  расположена внутри до-
пустимого множества .X  Из точки 0x  можно двигаться в направлении 
градиента )( 0xf ′  до тех пор, пока )(xf  не достигнет максимума. В дан-
ном случае )(xf  все время возрастает, поэтому надо остановиться в 
точке 1x  на граничной прямой. Если далее двигаться в направлении гра-
диента ),( 1xf ′  то выйдем из допустимого множества. Поэтому надо найти 
другое направление перемещения, которое, с одной стороны, не выводит 
из допустимого множества, а с другой – обеспечивает наибольшее воз-
растание )(xf . 

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.11. 
Такое направление определит вектор 1r , составляющий с вектором 

)( 1xf ′  наименьший острый угол по сравнению с любым другим вектором, 
выходящим из точки 1x  и лежащим в допустимом множестве. Этот вектор 
можно найти из условия максимизации скалярного произведения 

.0)( 1
1 >⋅′ rxf  В данном случае вектор 1r  совпадает с одной из граничных 

прямых. 
Таким образом, на следующем шаге нужно двигаться по граничной 

прямой до тех пор, пока возрастает )(xf , т.е. до точки .2x  Из рисунка 
6.11 видно, что далее следует перемещаться в направлении вектора ,2r  
который находится из условия максимизации скалярного произведения 

,0)( 2
2 >⋅′ rxf  т.е. по другой граничной прямой. Движение заканчивается 

в точке 3x , поскольку в этой точке завершается оптимизационный поиск, 
ибо в ней функция )(xf  имеет локальный максимум. Ввиду вогнутости в 

f '(x1) x2 

f '(x2) 

f '(x3) 

f '(x0) 
x0 

x1 r1 

r2 

x3=x* r3 

X 

f(x*)=f * 

f(x2)>f(x1) 

f(x1)>f(x0) 

f(x0) 
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этой точке )(xf  достигает также и глобального максимума на допусти-
мом множестве X . Градиент в точке максимума *3 xx =  составляет ту-
пой угол с любым вектором kr  из допустимого множества, проходящим 
через 3x , поэтому скалярное произведение krxf ⋅′ )( 3  будет отрицатель-
ным для любого допустимого kr , кроме 3r , направленного по граничной 
прямой. Для него скалярное произведение  0)( 3

3 =⋅′ rxf , т.к. )( 3xf ′  и 3r  
взаимно перпендикулярны (граничная прямая касается в точке 3x  линии 
уровня поверхности )(xf ). Это равенство и подтверждает тот факт, что в 
точке 3* xx =  функция )(xf  достигла максимума.  

Теперь рассмотрим аналитическое решение задачи (6.74)-(6.76). Если  
оптимизационный поиск начинается с точки, лежащей внутри допустимо-
го множества X  (все ограничения задачи выполняются как строгие нера-
венства), то перемещаться следует по направлению градиента так, как 
установлено выше. Однако выбор kλ  в уравнении (6.70) усложняется те-
перь требованием, чтобы очередная точка )(1 k

k
kk xfxx ′⋅+=+ λ  остава-

лась в допустимом множестве. Это означает, что ее координаты должны 
удовлетворять ограничениям (6.75)-(6.76), т.е. должны выполняться не-
равенства: 

                    






≥′⋅+

=≤′⋅+

.0)(

,,...,1 ,))((
k

k
k

i
k

k
k

i

xfx

mibxfxA

λ

λ
                               (6.77) 

Решая систему линейных неравенств (6.77), находим отрезок ],[ kk λλ ′′′  
допустимых значений параметра kλ , при которых точка 1+kx  будет при-
надлежать допустимому множеству. Значение *

kλ  (определяемое в ре-
зультате решения уравнения (6.73): 0)())(( =′⋅′⋅+′ kk

k
k xfxfxf λ ), при 

котором )(xf  имеет локальный максимум по kλ  в направлении )( kxf ′ , 
должно принадлежать отрезку ] ,[ kk λλ ′′′ . Если же найденное значение kλ  
выходит за пределы указанного отрезка, то в качестве *

kλ  принимается 

kλ ′′ . В этом случае очередная точка поисковой траектории оказывается на 
граничной гиперплоскости, соответствующей тому неравенству системы 
(6.77), по которому при решении системы была получена правая конеч-
ная точка kλ ′′  отрезка допустимых значений параметра kλ .  

Если оптимизационный поиск начат с точки, лежащей на граничной 
гиперплоскости, или очередная точка поисковой траектории оказалась на 
граничной гиперплоскости, то для продолжения движения к точке макси-
мума прежде всего необходимо найти наилучшее направление движения. 
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С этой целью следует решить вспомогательную задачу математического 
программирования: максимизировать функцию  

                                             kk rxfT k ⋅′= )(                                         (6.78) 
при ограничениях                        0≤⋅ ki rA                                               (6.79) 
для тех ,i  при которых              ,i

k
i bxA =⋅                                             (6.80) 

                                                        ,1=kr                                                 (6.81) 

где ∑
=

==
n

j
kjkknkk rrrrr

1

2
1 .  );,...,(  

В результате решения задачи (6.78)-(6.81) будет найден вектор kr , 
составляющий с градиентом наименьший острый угол. Условие (6.80) го-
ворит о том, что точка kx  принадлежит границе допустимого множества, 
а условие (6.79) означает, что перемещение из kx по вектору kr  будет 
направлено внутрь допустимого множества или по его границе. Условие 
(6.81) – условие нормализации необходимо для ограничения величины 

kr , так как в противном случае значение целевой функции (6.78) можно 
сделать сколь угодно большим. Известны различные формы условий 
нормализации, и в зависимости от этого задача (6.78)-(6.81) может быть 
линейной или нелинейной. 

После определения направления kr  находится значение *
kλ  для сле-

дующей точки kk
kk rxx ⋅+=+ *1 λ  поисковой траектории. При этом исполь-

зуется необходимое условие экстремума в форме, аналогичной уравне-
нию (6.73), но с заменой )( kxf ′  на вектор kr , т.е. 

                                           .0)( 1 =⋅′ +
k

k rxf                                         (6.82) 
Оптимизационный поиск прекращается, когда достигнута точка *

kx , в ко-
торой .0)( max * =⋅′= kkk rxfT  

Пример 6.11. Завод выпускает два вида продукции. Цена одного из-
делия 1-го вида равна 6 д.е., а изделия 2-го вида – 8 д.е. Затраты на про-
изводство одного изделия 1-го и 2-го вида составляют соответственно 

12
1 x   и 2x  д.е. Здесь 1x  и 2x  - суточный выпуск изделий соответственно 
1-го и 2-го вида. Расходы ресурсов типа А и В на выпуск одного изделия 
обоих видов, их суточные запасы приведены в таблице: 

Расход ресурсов на изготовление 1 
изделия (д.е.) Тип ресурса  

1 вида 2 вида 

Суточные запа-
сы ресурсов 

(д.е.) 
Ресурс А 
Ресурс В 

6 
2 

5 
4 

30 
12 
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Найти оптимальный выпуск продукции обоих видов, обеспечивающий 
заводу за сутки максимальную прибыль.  

Решение. Для наглядного представления процесса оптимизации бу-
дем сопровождать его графической иллюстрацией. Математическая мо-
дель данной задачи представляет задачу выпуклого программирования с 
линейными ограничениями: 

                         max2
186)( 2

2
2
121 →−−+= xxxxxf  

при ограничениях на ресурсы 

                                             








≥
≤+
≤+

.0,
;1242
;3056

21

21

21

xx
xx
xx

 

На рис. 6.12 изображены несколько линий уровня функции )(xf  (яв-
ляющихся эллипсами с центром в точке (6; 4)) и допустимое множество 

,X  в котором следует найти точку ),,( *
2

*
1

* xxx =  доставляющую макси-
мальное значение данной функции.  

 
 
 

2x  

6 
5 
4 
3 
2 
1 
      0    1    2     3    4    5    6    7    8    9    10                             1x  

Рис. 6.12. 
 

Начнем оптимизационный поиск, например, с точки )2 ;2(0 =x , лежа-
щей на граничной прямой АВ: .1242 21 =+ xx  В этой точке .22)( 0 =xf  
Найдем значение градиента )28 ;6()( 21 xxxf −−=′  в данной точке: 

).0 ;0()4 ;4()( 0 ≠=′ xf  
На рисунке 6.12 видно, что через допустимое множество X проходят 

линии уровня со значениями ,α  большими, чем .22)( 0 =xf  Поэтому не-
обходимо искать направление ) ;( 02010 rrr =  перемещения в следующую 

A

X
x0 

r0 
x1 

B 

f'(x0) f'(x1) 

C 

f=33 f=32 

f=23⅓ 

f=22 
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точку 1x , более близкую к оптимальной .*x  С этой целью решаем задачу 
(6.78)-(6.81), которая для нашего примера перепишется в виде:  

                 max 4 4) ;)(4 ;4()( 02010201000 →+==⋅′= rrrrrxfT  

при ограничениях  .1  ,042 2
02

2
010020102 =+==+=⋅ rrrrrrA  

Так как точка 0x  располагается только на одной (второй) граничной 
прямой: ,1242 21 =+ xx  то система неравенств (6.79) записывается в 
форме одного равенства. Система ограничительных уравнений этой за-
дачи имеет только два решения: )

5
1;

5
2() ;2() ,( 02020201 −=−= rrrr  и 

).
5

1;
5

2( −=  Подставляя эти значения 01r  и 02r  в функцию ,0T  уста-

навливаем, что максимальное значение 0T  отлично от нуля и достигается 

при решении ).
5

1 ;
5

2( −  Таким образом, перемещаться из 0x  нужно 

по направлению вектора ),
5

1 ;
5

2(0 −=r  т.е. по граничной прямой АВ. 

Для определения координат следующей точки ),;( 1
2

1
1

1 xxx =  где  

                            
,

5
12

,
5

22

0002
0
2

2
1

0001
0
1

1
1

λλ

λλ

−=⋅+=

+=⋅+=

rxx

rxx
                              (6.83) 

необходимо найти значение *
0λ  параметра ,0λ  при котором функция 

)(xf  в точке 1x  достигает большего значения. Но сначала найдем интер-
вал допустимых значений параметра ,0λ  при которых точка 1x  будет 
принадлежать допустимому множеству .X  Система неравенств (6.77) в 
данном случае имеет вид: 

                                 




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
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

≥

≥−

≥+

≤−++

.0
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12

;0
5

22

;30)
5

12(5)
5

22(6

0

0

0

00

λ

λ

λ

λλ

                      (6.84) 

Второе ограничение мы опустили, поскольку точка 1x  лежит на пря-
мой АВ, соответствующей этому ограничению. Решая систему (6.84), ус-

танавливаем, что ].7
58;0[0 ∈λ  Найдем значение ,*

0λ  при котором дос-

тигается наибольшее возрастание приращения f∆  функции ),(xf  вы-
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званное перемещением из точки 0x  в точку 1x . В соответствии с услови-
ем (6.82) имеем  

−−=−⋅+−−−=⋅′=
∆

0000
1

0 5
4

5
8)

5
1;

5
2()

5
248;

5
226()()( λλλ

λ
rxf

d
fd

,05
2

5
4

0 =−− λ  откуда ].7
58;0[3

52
0 ∈=λ  При этом ,0

5
6)(

2
0

2
p−=

∆
λd

fd  

следовательно, .3
52*

0 =λ  По формулам (6.83) находим координаты но-

вой точки ).3
4 ;3

10()3
52

5
12 ;3

52
5

22(1 =⋅−⋅+=x  В ней  

),0 ;0( )3
16 ;3

8( )3
8  8 ;3

106(  )(  ;3
123)( 11 ≠=−−=′= xfxf  поэтому ищем 

новое направление ). ;( 12111 rrr =  Для этого решаем задачу: 

                    max) ;()3
16 ;3

8( )( 12111
1

1 →⋅=⋅′= rrrxfT  
при ограничениях 
                       .1   ,04 2 2

12
2

1112 11 =+=+ rrrr    
Находим два решения: 
                     ; )

5
1 ;

5
2()  ;( и  )

5
1 ;

5
2()  ;( 12111211

−=−= rrrr  

на обоих решениях .0)( 1
1

1 =⋅′= rxfT  Последнее означает, что точка  

)3
4 ;3

10(1 =x  является оптимальным решением ∗x  рассматриваемой 

задачи. При этом максимальное значение прибыли 3
123 )( =∗xf  д.е. На 

рисунке 6.12 видно, что в точке 1x  одна из линий уровня 3
123 )( =xf   

касается границы допустимого множества, а в точке  1x  градиент )( 1xf ′  
перпендикулярен граничной и прямой .12 4 2 21 =+ xx   
 

6.9. Методы внешних штрафных функций 
 
  

 Методы решения задачи нелинейного программирования на услов-
ный экстремум: 

                   ,  min,)( nRXxxf ⊂∈→                                                 (6.85)  
сводящие ее к решению последовательности вспомогательных задач 
безусловной минимизации некоторой специальной функции: 
                  , ,2 ,1 ,  min,)( )( )( K=∈→Ψ+= kRxxxfxF n

kk                    (6.86) 
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называют методами штрафных функций. Здесь −Ψ )(xk  функция, учиты-
вающая ограничения задачи (6.85). 
 Решение каждой из вспомогательных задач (6.86) можно найти, ис-
пользуя методы безусловной минимизации. Различают две группы ос-
новных методов построения последовательности таких вспомогательных 
задач безусловной минимизации. К первой группе относятся так назы-
ваемые методы внешних штрафных функций. При их использовании за 
выход из допустимого множества «платится» штраф, аддитивно добав-
ляемый к целевой функции ),(xf  причем с ростом k  штраф в виде функ-
ции )(xkΨ  растет, и при ∞→k  штраф стремится к  ∞+  для любой точки 

.Xx∉  Таким образом, можно ввести следующее определение внешних 
штрафных функций.  

Определение 10. Пусть nRX ⊂  - заданное множество. Последова-
тельность неотрицательных функций { },)(xkΨ  определенных в nR  и об-
ладающих свойством: 

                     




∉∞+
∈

=Ψ
∞→ , если  ,

, если     ,0
 )( lim

Xx
Xx

xkk
                                          (6.87) 

называется последовательностью внешних штрафных функций множест-
ва .X  
 Пусть { }kR  - какая-либо возрастающая числовая последователь-
ность с положительными членами и , lim ∞+=

∞→
kk

R  а функция )(xΨ  тако-

ва, что  




∉>
∈

=Ψ
. если  ,0
, если     ,0

 )(
Xx
Xx

x                                                               (6.88) 

Тогда последовательность функций  
                                        )(  )( xRx kk Ψ⋅=Ψ                                                (6.89) 
удовлетворяет условию (6.87). 
 Зададим множество X в задаче нелинейного программирования 
(6.85) неравенствами  
                                       , , 1,   ,0  )( mixgi K=≤                                           (6.90) 
где )(xgi  - выпуклые функции, причем ограничения 0≥x  включены в 
систему неравенств (6.90). Тогда в качестве функции )(xΨ  в (6.89) можно 

взять ,))(( )(
1
∑
=

=Ψ
m

i
i xgЦx  где )(tЦ  - непрерывная функция, причем 

,0)( =tЦ если , 0 ≤t  и 0)( >tЦ при   0>t . )(tЦ  можно выбрать так, что-
бы функции  )(xkΨ  обладали свойствами, упрощающими решение вспо-
могательных задач безусловной минимизации (6.86), например, такими, 
как выпуклость, существование производных и т.д. Рассмотрим широко 
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используемые типы внешних штрафов и различные процедуры учета ог-
раничений при переходе к задачам безусловной минимизации. 
 Пусть функция ),(xFk  обобщенная для функции )(xf , имеет вид: 
                             ),(  )( ) ,( )( xRxfRxFxFk Ψ⋅+==                                         (6.91)  
где R –  некоторое положительное число, называемое коэффициентом 
штрафа; )(xΨ  - непрерывная функция внешнего штрафа, удовлетво-
ряющая условиям (6.88). В качестве этой функции обычно выбирают  

а)  либо { }∑
=

=Ψ
m

i
i xgx

1
,) 0 ),( (max )( α  где 1  =α  или 2  =α  (при 2  =α  полу-

чаем внешний штраф типа квадрата срезки); 

б)  либо ∑
=

+=Ψ
m

i
ii xgxgx

1

2.))( )(( 4
1)(  

 Замечание. Для учета ограничений, записываемых в форме ра-
венств , , ,1 ,0 )( ljxh j K==  используется либо квадратичный штраф 

)( )(
1

2 xhx
l

j
j∑

=
=Ψ , либо внешний штраф  .)( )(

1
∑
=

=Ψ
l

j
j xhx  

 Оптимизационный поиск с помощью метода внешних штрафных 
функций осуществляется следующим образом. Рассматривается некото-
рая неограниченная, монотонно возрастающая последовательность по-
ложительных чисел { } . 2, ,1  , K=kRk  Для первого числа 1R  этой последо-
вательности находится точка 1x , доставляющая минимум функции (6.91). 
Найденная точка 1x  используется как начальное приближение для реше-
ния задачи поиска минимума функции ), ,( 2RxF  где ,12 RR f  и т.д. Таким 
образом, решается последовательность задач минимизации функции 

, ,2 ,1 ), ,( K=kRxF k  причем результат предыдущей оптимизации kx  ис-
пользуется в качестве начального приближения для поиска .1+kx  По-
скольку для бесконечно возрастающей последовательности { }kR  локаль-
ные минимумы приближаются к допустимому множеству ,X   то последо-
вательность { } , 2, 1,  , K=kxk  сходится к локальному минимуму функции 

)(xf , расположенному внутри или на границе допустимого множества. 
Точки kx  расположены вне этого множества, поэтому метод штрафных 
функций называют методом внешних штрафных функций. В этом методе 
любая точка может быть выбрана в качестве начальной, что значительно 
упрощает машинное программирование алгоритма решения исходной 
задачи. Недостатком метода внешних штрафных функций является пло-
хая обусловленность вспомогательных задач безусловной минимизации 
(6.86) при больших .k  Некоторые координаты градиента )(xFk′  могут 
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стать слишком большими, и функция )(xFk  будет иметь «овражный» ха-
рактер. 
 Пример 6.12. Найти минимальные затраты     +−= 2

1 )4()( xxf   
2

2 )4( −x  на выпуск автомобилей двух марок (в количествах, соответст-
венно равных 1x  и 2x  ед.),  не превышающий 5 штук в сутки. 
 Решение. Математическая модель данной задачи представляет за-
дачу выпуклого программирования с ограничениями – неравенствами: 
                                 min)4( )4()( 2

2
2

1 →−+−= xxxf               
            при ограничениях   0.   0,   ,0 5  )( 2121 ≥≥≤−+= xxxxxg  
Используя штраф типа квадрата срезки, введем штрафную функцию: 

,)5(  )4( )4( ) ,( 2
21

2
2

2
1 −++−+−= xxRxxRxF   где R  - некоторое положи-

тельное число. Необходимые и достаточные условия, определяющие 
точку локального минимума этой функции, имеют вид: 
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и матрица вторых производных  
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- - положительно определенная матрица для любых 21  и xx . Решая систе-

му уравнений, выводим, что 
12
45   21 +

+
==

R
Rxx . Задаем бесконечно возрас-

тающую последовательность с положительными членами { }kR , где 

, lim ∞+=
∞→

kk
R   для которой локальные минимумы 








+
+
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12
45
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функции ) ,( kRxF  сходятся к локальному минимуму функции :)(xf  

), ,( 21
∗∗∗ = xxx   где     ;2

5  
12
45

lim 1 =
+
+
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6.10. Методы барьерных функций 
  
 Ко второй группе методов построения последовательности вспомо-
гательных задач безусловной минимизации (6.86) относятся методы 
внутренних штрафных функций, иначе именуемые как методы барьерных 
функций. При их применении штраф )(xkΨ  растет по мере приближения 
к границе допустимого множества X , достигая на ней «бесконечного» 
значения, кроме того, в любой внутренней точке множества X при ∞→k  
он стремится к 0. 
 Рассмотрим эти методы для решения следующей задачи нелиней-
ного программирования: 
               min)( →xf   при ограничениях . , ,1 0, )( mixgi K=≤  
Будем предполагать, что граница допустимого множества X описывается 
уравнением: 0)(  )( )( 21 =⋅⋅⋅ xgxgxg mK  и системой неравенств   ,0 )( ≤xgi  

, , ,1 mi K=  причем существует, по крайней мере, одна точка ,0x  в кото-
рой 0 )( 0 <xgi    для всех . , ,1 mi K=  Все рассматриваемые функции 
предполагаются непрерывными. Обобщенная функция ) ,( RxF  имеет 
вид: 
                                ),(  )( ) ,( xIRxfRxF ⋅+=                                             (6.92) 
где R – некоторое положительное число; )(xI - так называемая барьерная 
функция, значение которой неограниченно возрастает при приближении к 
границе допустимого множества. Эта функция должна быть непрерывной 
во всех точках, лежащих внутри допустимого множества ,X и, если 
{ } , 2, ,1  , K=kxk  - последовательность внутренних точек, сходящихся к 
граничной   точке   допустимого  множества  ,X  то последовательность 
{ } )( kxI  значений барьерной функции неограниченно возрастает. По-
скольку все точки последовательности { }kx  лежат в допустимом множе-
стве, то метод барьерных функций называют также методом внутренних 
штрафных функций. 
 В качестве барьерной функции часто используют следующие функ-
ции: 

а) логарифмическая функция )),((ln )(
1

1 xgxI i

m

i
−−= ∑

=
 определенная только 

для внутренних точек ,Xx∈  где 0)( <xgi  для всех ; , ,1 mi K=  

б) обратная функция ,
)(

1 )(
1

2 ∑
=

−=
m

i i xg
xI  определенная всюду, за исключе-

нием границы допустимого множества ,X  и не имеющая отрицательных 
значений в допустимом множестве .X  
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 В допустимых точках вблизи границы значения барьерной функции 
положительны и быстро убывают при удалении от границы внутрь допус-
тимого множества. Штрафная добавка )( xIR ⋅  к целевой функции )(xf в 
равенстве (6.92) как бы образует барьер, препятствующий выходу из до-
пустимого множества. 
 В алгоритме оптимизационного поиска используется последова-
тельность { }kR  положительных чисел , ,2 ,1  , K=iRk  монотонно сходя-
щаяся к нулю, т.е. .0lim =

∞→
kk

R  В качестве начальной точки  берут произ-

вольную внутреннюю точку 0x  допустимого множества .X Oна является 
исходной для поиска точки минимума 1x  обобщенной функции ). ,( 1RxF  
Точка 1x  используется в качестве начального приближения для поиска 
точки 2x  минимума функции ) ,( 2RxF  и т.д. Последовательность полу-
ченных таким образом точек { }kx  безусловных минимумов функций 

) ,( kRxF  сходится к точке минимума ∗x  функции )(xf  исходной задачи. 
Приближение точек K , , 21 xx  к оптимальной точке ∗x  осуществляется 
внутри допустимого множества. При уменьшении R  убывает влияние 
штрафной добавки )( xIR ⋅  в равенстве (6.92) и возрастает влияние це-
левой функции )(xf . Поэтому последовательность функций ) ,( kRxF  да-
ет сколь угодно точное (для достаточно большего номера k ) приближе-
ние к локальному минимуму функции )(xf . Если искомый экстремум ле-
жит внутри допустимой области, то решение может быть получено после 
нескольких первых значений параметра R . 
 Трудности в расчетах возрастают при определении начальной точ-
ки 0x  внутри допустимого множества. Поиск усложняется, если экстре-
мум достигается на границе допустимого множества. Поскольку значения 
обобщенной функции ) ,( RxF  при приближении к границе допустимого 
множества определяются главным образом величиной барьерной функ-
ции, экстремум не всегда может быть вычислен с заданной точностью. 
 Пример 6.13. Применить для решения задачи, сформулированной в 
примере 6.12, метод барьерных функций. 
 Решение. В данном случае будем использовать в качестве барьер-
ной функции )(xI  логарифмическую функцию ),5ln( )( 211 xxxI −−−=  т.е. 
обобщенная функция здесь будет выглядеть следующим образом: 

).5ln(  -4)(  -4)( ) ,( 21
2

2
2

1 xxRxxRxF −−⋅−+=  Необходимые условия су-
ществования локального минимума этой функции примут вид: 
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Вычитая из первого уравнения второе, выводим, что , 21 xx =  т.е. прихо-

дим к уравнению с одной неизвестной: .
52

 )4( 2
1

1 −
=−

x
Rx  Задаем после-

довательность { }kR  положительных чисел , 2, ,1 , K=kRk  монотонно схо-
дящихся к нулю, т.е. ,0lim =

∞→
kk

R  для которой локальные минимумы 

kx обобщенных функций ) ,( kRxF  сходятся к точке минимума ∗x  функции 
)(xf  исходной задачи: ,lim  ;lim 202101

k
R

k
R

x xx x
kk →

∗

→

∗ ==  где kk xx 21  =  удовле-

творяет уравнению . )52()4( 2 11 k
kk Rxx =−⋅−  Осуществляя предельный 

переход при ∞→k  и учитывая, что 0→kR  при ∞→k , получаем соот-
ношение для отыскания точки минимума ∗x  функции )(xf : 
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Так как точка (4; 4) является недопустимой для множества ,X  следова-
тельно, ).2

5 ;2
5( =∗x  

 
Задачи 

 
 6.1. Завод выпускает изделия двух моделей А и В. Для их изготов-
ления используются два вида ресурсов: сырье и рабочая сила. Расход 
ресурсов на одно изделие каждой модели и их суточные запасы приведе-
ны в таблице: 
 
 

Расход ресурса на 1 изделие Ресурс 
модели А модели В 

Суточные запасы 

Сырье 
Рабочая сила 

0,4 
1 

0,5 
0.8 

120 
240 

 
Стоимости одного изделия модели А и В равны соответственно 1202 1 −x  
и 1803 2 −x  д.е.; затраты же на производство одного изделия модели А и 
В составляют соответственно 1300 x−  и 2250 x−  д.е. Здесь 1x  и 2x  пред-



 

 

58

ставляют суточный выпуск изделий соответственно модели А и В. Опре-
делить, сколько изделий обеих моделей должен  за сутки выпускать за-
вод, чтобы суммарная стоимость продукции была максимальной, а сум-
марные затраты не превосходили величины, равной 19900  д.е. 
 6.2. Цех выпускает два вида продукции, используя два типа полу-
фабрикатов. Продукция используется при комплектовании изделий, при 
этом на каждую единицу продукции 1 вида требуется не менее двух еди-
ниц продукции 2 вида. Расход полуфабрикатов каждого вида на 1 едини-
цу выпускаемой продукции, суточные объемы этих полуфабрикатов 
представлены в таблице: 
 

Расход полуфабр. на 1 ед. продукции Полуфабрикаты 
1 вида 2 вида 

Суточные объ-
емы 

1 тип 
2 тип 

1 
6 

2 
2 

800 
2400 

 
Прибыль от реализации 1 ед. продукции 1 и 2 вида равна соответственно 

1501 +x  и 2002 +x  д.е. Здесь 1x  и 2x  представляют суточный выпуск 
продукции соответственно 1 и 2 вида. Определить, при каких значениях 

1x  и 2x   цех может достичь максимальной прибыли. 
 6.3. Двум погрузчикам разной мощности за 24 часа нужно погрузить 
на первой площадке не менее 230 т, на второй – не менее 270 т. Первый 
погрузчик на первой площадке может погрузить 12 т в час, на второй – 10 
т в час. Второй погрузчик может погрузить на каждой площадке по 13 т в 
час. Стоимость работ, связанных с погрузкой 1 т первым погрузчиком на 
первой площадке, равна 2

1
11 +x  д.е., на второй - 112 +x  д.е.; вторым по-

грузчиком на первой площадке - 221 +x  д.е.; на второй - 222 +x  д.е. 
Здесь jix   - время работы в часах i -го погрузчика на j -й площадке. Най-
ти, какой объем работ должен выполнить каждый погрузчик на каждой 
площадке, чтобы стоимость всех работ по погрузке была минимальной.   
 6.4. Издержки предприятия на изготовление единицы некоторого 
вида продукции определяются формулой: ,2  2 )( 21

2
2

2
1 xxxxxf −+=  где 1x  - 

затраты капитала (тыс. руб.), 2x  - расходы на оплату рабочей силы (тыс. 
руб.). При каких 1x  и 2x  издержки производства будут минимальными, 
если предприятие затрачивает 5 тыс. руб. на выпуск 1 единицы продук-
ции? 
 6.5. Производственный участок производит изделия вида А и В для 
сборочного конвейера предприятия-заказчика. Эти изделия изготовляют-
ся на станках двух типов: производительность 1 станка первого типа рав-
на 4 детали вида А или 6 деталей вида В в час; производительность 1 
станка второго типа – 2 детали вида А или 4 детали вида В в час.  Произ-
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водственный участок располагает 10 станками первого типа, каждый из 
которых может работать 8 часов в сутки, и 15 станками второго типа, ка-
ждый из которых может работать 5часов в сутки. Прибыль от реализации 
одного изделия вида А и В составляет 12

160 x−  и 22
140 x−  д.е. соот-

ветственно. Здесь 1x  и 2x  - время работы станков обоих типов  по произ-
водству изделий соответственно вида А и В. Распределить имеющиеся 
станки обоих типов по производству изделий двух видов так, чтобы про-
изводственный участок смог получить  за сутки максимальную прибыль. 
 6.6. Изготовление некоторой продукции в производственном объе-
динении можно осуществить двумя технологическими способами. При 
первом способе изготовление 1x  изделий требует затрат, равных 

10 144 1
2
1 +− xx  руб., а при втором способе затраты на изготовление 2x  

изделий составляют 6102 2
2
2 +− xx  руб. Составить план производства 

продукции, согласно которому должно быть произведено 50 изделий при 
наименьших общих затратах.  
 6.7. Определить оптимальную программу выпуска двух видов про-
дукции с учетом ограниченных ресурсов сырья (120 кг), оборудования 
(300 станко-ч) и электроэнергии (280 квт.ч) при следующих нормах расхо-
да на единицу продукции : сырья 3 и 2 кг, электроэнергии 4 и 7 квт.ч и 
оборудования 505 1 −x  и ,204 2 −x  где 1x  и 2x  - объемы выпуска продук-
ции первого и второго вида соответственно.  
 6.8. Пусть суммарная производственная мощность трех предпри-
ятий равна 900. Наибольшая и наименьшая мощности, которые могут 
иметь 1, 2 и 3 предприятия, равны соответственно 

.300 ;400 ;150 ;350 ;200 ;300 332211 ====== dDdDdD  Известно, что 
суммарные годовые затраты на −j м предприятии равны сумме себе-
стоимости производства и произведения капиталовложений на норма-
тивную эффективность, причем как себестоимость )( jj xc  объема про-
дукции, производимой за год на −j м предприятии, так и капиталовложе-
ния )( jj xK  на строительство, расширение и реконструкцию предприятия 
зависят от предполагаемой производственной мощности jx  этого пред-
приятия и определяются соответственно: 

  .6000600)(   ;4000200)(   ;2000200)( 
 ;4000300 )( ;3000200 )( ;20003002 )(

333222111

3332
2
2221

2
111

+=+=+=
−=−−=−−=

xxKxxKxxK
xxcxxxcxxxc

 Нормативная эффективность .2
1=Е  Найти план размещения и разви-

тия ), , ,( 321 xxxx =  обеспечивающий минимум общих годовых затрат. 
 6.9. Фирма производит из нефти и продает моторные масла двух 
марок А и В. Цена, по которой фирма может продавать продукцию, зави-
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сит от ее произведенного количества: цена за 1 т масла марки А равна 
1380 x− , а за 1 т масла марки В - .260 2x−  Суточные издержки составля-

ют .40814 21 ++ xx  Здесь  1x  - суточный объем производства масла марки 
А; 2x  - суточный объем производства масла марки В. Поставщик нефти 
может ежесуточно поставлять не более 24 т. Определить суточный объ-
ем выпуска моторных масел марки А и В, максимизирующий прибыль, 
если на производство 1 т моторного масла любой марки расходуется 2 т 
нефти. Как изменится оптимальный выпуск, если в связи с насыщением 
рынка моторным маслом марки А фирма может реализовать в сутки не 
более 6 т этого масла? 
 6.10. На развитие трех шахт дополнительно выделено 20 млрд руб. 
Эффективность использования капиталовложений по этим шахтам со-
ставляет соответственно:  ,8,0  ;4,0  ;2,0 33

2
22

2
11 xqxqxq === где 21   , xx  и 

3x  – объем капиталовложений, выделяемый 1-й, 2-й и 3-й шахтам. Уве-
личение темпа роста эффективности по мере возрастания объемов капи-
таловложений есть результат вовлечения в эксплуатацию участков с 
наилучшими горно-геологическими условиями. Необходимо распреде-
лить капиталовложения между шахтами таким образом, чтобы суммарная 
эффективность их использования была максимальной. 
 6.11. Завод выпускает станки двух типов, используя для этого ме-
таллы двух видов. Расходы этих металлов на выпуск одного станка каж-
дого типа, их суточные запасы приведены в таблице:  
 

Расход металла на выпуск 1 станка Металл 
1 типа 2 типа 

Суточные 
запасы 

1 вида 
2 вида 

1 
7 

4 
3 

14 
42 

 
Цена 1 станка первого типа равна 1 д.е., а 1 станка второго типа – 2 д.е. 
Затраты на производство одного станка первого и второго типа состав-
ляют соответственно 2

2
2
1 2,0 и 2,0 xx  д.е. Здесь 1x  и 2x  - суточный выпуск 

станков первого и второго типа соответственно. Найти оптимальный вы-
пуск станков обоих типов, обеспечивающий заводу за сутки максималь-
ную прибыль. 
 6.12. Собственник располагает тремя видами ресурсов: денежными 
средствами, производственными помещениями, оборудованием и сырь-
ем. Эти ресурсы необходимо распределить между предприятиями двух 
типов. Предприятия различаются по экономическим условиям деятельно-
сти: месту расположения, системе налогообложения, стоимости энергии, 
оплате труда и т.д., в связи с чем имеют разные издержки производства 
и, следовательно, различные прибыли: прибыль для предприятий перво-
го типа равна  42 1

2
1 xx −  д.е., для предприятий второго типа - 99 2

2 −x  д.е. 
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Здесь 1x и 2x  - число предприятий первого и второго типа соответственно. 
Количества единиц каждого ресурса, требуемые для одного предприятия 
определенного типа, а также их общее количество, сосредоточенное у 
собственника, приведены в таблице: 
 

Количество единиц ресурса 
для одного предприятия 

 
Ресурсы 

1 типа 2 типа 

Общее количество 
ресурса 

Денежные средства 
Производ. помещения 

Оборудование 
Сырье 

2 
1 
0 
4 

3 
2 
1 
2 

24 
15 
4 

24 
  
Необходимо определить, какое количество предприятий каждого типа 
следует иметь собственнику, чтобы общая прибыль была максимальной.  
 6.13. Исходя из специализации и своих технологических возможно-
стей, предприятие может выпускать 2 вида продукции. Сбыт любого ко-
личества обеспечен. Для изготовления этой продукции используются 
трудовые ресурсы, сырье и станочное оборудование. Запасы ресурсов (в 
расчете на трудовую неделю), расход каждого ресурса на 1 единицу вы-
пускаемой продукции приведены в таблице: 
 

Расход ресурса на 1 единицу 
продукции 

 
Ресурсы 

1 вида 2 вида 

Недельные  
запасы ресурсов 

Трудовые ресурсы 
Сырье 
Станки 

4 
3 
1 

8 
3 
1 

4800 
2400 
1500 

                           
Затраты на выпуск 1x  ед. продукции 1 вида составляют 

 ; 4800001200 1
2
1 +− xx  на выпуск 2x  ед. продукции второго вида - 

. 4200001200 2
2
2 +− xx  Определить, при каком выпуске продукции обоих 

видов затраты будут минимальными. 
 6.14. Для производства двух видов изделий предприятие использу-
ет три типа взаимозаменяемого оборудования, причем изделий 1 вида 
требуется не менее 30 ед., а изделий 2 вида – не менее 40 ед. Оборудо-
вание первого типа может быть занято изготовлением этих изделий не 
более 15 ч, оборудование второго типа – не более 20 ч, оборудование 
третьего типа – не менее 10 ч. Время изготовления 1 изделия каждого 
вида на оборудовании всех типов, а также затраты, связанные с произ-
водством 1 изделия на данном типе оборудовании, приведены в таблице: 
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Затраты времени (ч) на обработку 1 изделия Оборудование 
1 вида 2 вида 

1 типа 
2 типа 
3 типа 

1/3 
1 

1/2 

1/2 
1/4 
1/3 

 
Затраты на производст-

во 1 изделия ($) 
2 1 

 
Определить, сколько изделий каждого вида следует произвести на 
имеющемся оборудовании так, чтобы себестоимость одного изделия бы-
ла минимальной. 
 6.15. Обувное предприятие использует для изготовления трех раз-
личных моделей обуви три вида кожтоваров. Расходы этих кожтоваров на 
изготовление одной пары обуви каждой модели, их суточные запасы на 
предприятии, а также величины производственных фондов, используе-
мых при производстве одной пары  обуви каждой модели, приведены в 
таблице: 
 

Расход кожтоваров на пр-во 1 пары обуви (м2)  
Кожтовары 1 модели 2 модели 3 модели 

Суточные запасы 
кожтоваров (м2) 

1 вида 
2 вида  
3 вида 

0,2 
0,1 
0,2 

0,1 
0,3 
0,1 

0,3 
0,2 
0,2 

18 
17 
15 

Производ. 
фонды на 1 
пару обуви 

 
12 

 
10 

 
15 

 

 
Предполагая, что объединение должно выпускать обувь 1 и 3 модели в 
соотношении 2:1, а обуви 2 и 3 модели требуется не менее 30 и 20 пар в 
сутки соответственно, найти минимальную фондоемкость (т.е. объем 
производственных фондов, приходящихся на единицу продукции). 
 6.16. Для выполнения двух различных работ могут быть использо-
ваны рабочие трех квалификационных групп. Выработка каждой группы 
рабочих в час при выполнении определенной работы, общий фонд вре-
мени, в течение которого соответствующая группа рабочих может быть 
занята выполнением работ, а также объемы этих работ приведены в таб-
лице: 

Выработка рабочих группы Виды работ 
первой второй третьей 

Объемы  
работ 

1 вида 
2 вида 

10 
12 

15 
16 

20 
20 

360 
400 

Общий 
фонд вре-
мени (ч) 

 
40 

 
30 

 
25 
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Составить такой план выполнения работ, при котором производитель-
ность труда группы рабочих являлась бы максимальной. 
 6.17. Два партнера по бизнесу решают вложить капиталы в общее 
предприятие. На основе предшествующего опыта можно судить о веро-
ятности успеха обоих партнеров: Р1 = 0,8 и Р2 = 0,6, а также о величине 
их возможных финансовых потерь: первый партнер может потерять с ка-
ждой вложенной 1 д.е.  25,0 1 −x  д.е., второй партнер -  6,14,0 2 −x д.е. Из-
вестны также пределы капиталовложений партнеров: минимальное капи-
таловложение первого партнера равно 5 д.е., второго партнера – 1 д.е.; 
максимальное капиталовложение первого партнера равно 7 д.е., второго 
партнера – 3 д.е. Необходимо найти оптимальные капиталовложения 

21  и xx  д.е. обоих партнеров, обеспечивающих средний доход, не менее 
6,6 д.е., и обращающие в минимум общие потери партнеров. 
 6.18. Самолет грузоподъемностью 84 условных единицы (у.е.) 
предполагается загрузить тремя типами груза. Имеющаяся масса груза 
каждого типа и стоимость 1 у.е. этого груза заданы в таблице: 
  

Тип груза Показатели 
первый второй третий 

Масса груза 
Стоимость 1 у.е. груза 

20 
42 1 −x  

26 
22 +x  

40 
63 3 −x  

 
где    , , 321 xxx - число у.е. груза соответственно первого, второго и третье-
го типа, загружаемое в самолет. Необходимо загрузить самолет таким 
образом, чтобы общая ценность груза была максимальной. 
 6.19. Имеются два вида ресурсов, предназначенных для двух объ-
ектов. Известны материальные эффекты от 1 условной единицы (у.е.) 
каждого ресурса, распределенного на соответствующий объект, и суточ-
ные запасы этих ресурсов. Они заданы в таблице: 
  

Материальный эффект от 1 у.е. ресурса Объекты 
1 вида 2 вида 

первый 
второй 

1110 x−  

2120 x−  
1216 x−  

2214 x−  
Суточные запасы  

ресурсов 
25 20 

 
Здесь  ijx - количество у.е. j -го ресурса, распределенного на  i -й объект. 
Общая стоимость ресурсов не должна превосходить 450 д.е., при этом 
цена 1 у.е. ресурса 1 вида равна 10 д.е., а 1 у.е. ресурса 2 вида – 12 д.е. 
Необходимо распределить имеющиеся ресурсы между объектами так, 
чтобы можно было достичь максимального суммарного эффекта. 
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 6.20. Фирма выпускает два вида товаров, используя для этого сы-
рье. На выпуск 1 единицы товара первого и второго вида затрачивается 
соответственно 1 и 2 у.е. этого сырья. Суточные запасы данного сырья 
составляют 10 у.е. На рынке фирма может реализовать в течение дня не 
более 6 единиц товара обоих видов, получая от данной реализации сум-
марную прибыль, равную    ,2

15)( 2
221

2
11 xxxxxxf −+−= где   и 21 xx - су-

точный выпуск товара соответственно первого и второго вида. При каких 
 1x и  2x фирма может достичь максимальной прибыли?  

 6.21. Необходимо подобрать из имеющихся трех видов шихтовых 
материалов такой состав шихты, который обеспечивал следующий хими-
ческий состав выплавленного чугуна: процентное содержание в нем мар-
ганца должно быть не более 50%, процентное содержание серы – не бо-
лее 15% и процентное содержание фосфора – не более 10%, и давал бы 
наименьшие издержки на 1 т чугуна с учетом стоимости применяемых 
шихтовых материалов. Стоимости этих шихтовых материалов и процент-
ное содержание в них марганца, серы и фосфора приведены в таблице: 
 

Содержание компонентов в шихтовых материалах (%) Компоненты 
1 вида 2 вида 3 вида 

марганец 
сера 

фосфор 

70 
10 
5 

30 
20 
10 

40 
15 
8 

Стоимость  
1 т ших. мат. 

0,5 1x  д.е.   3,0 2x д.е. 3 2,0 x  д.е. 

 
Здесь   , , 321 xxx   - доли шихтовых материалов соответственно 1, 2 и 3 
вида в 1 т чугуна. 
 6.22. Необходимо минимизировать стоимость пряжи так, чтобы 
средняя длина волокна в пряже была не менее 20 м и не более 30 м. 
Данную пряжу получают в результате смешивания хлопка-волокн трех 
видов. Средняя длина хлопка-волокна каждого вида, а также стоимость 
его 1 весовой единицы (в.е.) заданы в таблице: 
 
Характеристики Волокно 1 вида Волокно 2 вида Волокно 3 вида 
Средняя длина 18 м 25 м 35 м 
Стоимость 1 в.е. 
хлопка-волокна 

13,0 x  д.е. 24,0 x  д.е. 35,0 x  д.е. 

 
 6.23. Пусть потребитель располагает доходом, равным 1 млн. руб., 
который полностью расходуется им на приобретение товаров трех видов. 
Цена 1 ед. товара 1 вида равна 50 тыс. руб.; 1 ед. товара 2 вида – 30 тыс. 
руб.; 1 ед. товара 3 вида – 20 тыс. руб. Учитывая, что функция полезно-
сти равна  , )( 321 xxxxf =  где   , , 321 xxx - количество единиц товара соот-
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ветственно 1, 2, 3 вида, потребителю необходимо решить, какое количе-
ство единиц товара каждого вида он должен приобрести, чтобы достичь 
максимальной полезности. 
 6.24. Инвестору необходимо сформировать портфель из ценных 
бумаг  трех видов с заданным уровнем риска, равным 0,03, и с возможно 
большей ожидаемой доходностью. При этом доходность одной ценной 
бумаги 1 вида равна 0,01; доходность одной ценной бумаги 2 вида равна 
0,008, и доходность одной ценной бумаги 3 вида равна 0,011. Матрица 
ковариации имеет вид: 

 

. 
04,0015,002,0
015,004,003,0
02,003,005,0
















=V  

Решить эту задачу, как задачу выпуклого программирования с нелиней-
ным ограничением. 
 6.25. Известен рыночный спрос на определенное изделие в количе-
стве 180 штук. Это изделие может быть изготовлено двумя предприятия-
ми одного концерна по различным технологиям. При производстве  1x  из-
делий первым предприятием его затраты составят   4 2

11 xx +  руб., а при 
изготовлении  2x  изделий вторым предприятием они составят   8 2

22 xx +   
руб. Определить, сколько изделий, изготовленных по каждой технологии, 
может предложить концерн, чтобы общие издержки его производства бы-
ли минимальными. 
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Ответы к задачам 
 

 6.1. Завод должен выпускать только изделия модели В в количест-
ве  2

∗x  = 240 штук за сутки; следовательно, ;01 =∗x  ; при этом максималь-
ная стоимость продукции составит ∗f  = 129600 д.е. 
 6.2. Цех может достичь максимальной прибыли ∗f = 256000 д.е., 
если станет выпускать за сутки 320 ед. продукции 1 вида и 240 ед. про-
дукции 2 вида. 
 6.3. Первый погрузчик должен погрузить на первой площадке 132 т, 
а на второй площадке – 130 т; второй погрузчик должен погрузить на пер-
вой площадке 156 т и на второй площадке – 156 т. При этом минималь-
ная стоимость всех работ будет равна 7706 д.е. 
 6.4. Издержки производства будут минимальными, если из 5 тыс. 
руб., затрачиваемых на выпуск 1 единицы продукции, затраты капитала 
составят 2 тыс. руб., остальные 3 тыс. руб. пойдут на оплату рабочей си-
лы. 
 6.5. Из 10 станков первого типа  ≈5 станков должны производить 
изделия вида А, и  ≈5 станков – изделия вида В; из 15 станков второго ти-
па 12 станков должны производить изделия вида А, и 3 станка – изделия 
вида В; при этом производственный участок может получить за сутки 
максимальную прибыль, равную 6550 д.е. 
 6.6. Производственное объединение может  изготовить с наимень-
шими затратами, равными ∗f  ≈ 2170 руб., ∗

1x  ≈ 29 изделий по первому 
технологическому способу и  2

∗x ≈ 21 изделий – по второму технологиче-
скому способу. 
 6.7. Максимальное количество выпускаемой продукции, равное 

)855(2
3 +=∗f , достигается при производстве  )855(3

2
1 +=∗x  ед. 

продукции первого вида и  )855(6
5

2 +=∗x  ед. продукции второго вида. 

 6.8. Минимальные годовые затраты  334500=∗f  будут достигать-
ся, если производственная мощность первого предприятия составляет 

 2001 =∗x  ед., второго предприятия -  3502 =
∗x  ед. и третьего предприятия 

-  3503 =∗x  ед. 
 6.9. Фирма получит максимальную прибыль   ,2,488=∗f   если про-
изведет за сутки  2,61 =∗x  т моторного масла марки А и  8,52 =

∗x  т мотор-
ного масла марки В. При введении дополнительного ограничения:   6 1 ≤x   
максимальная прибыль уменьшится до ; 488=∗f  при этом фирма долж-
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на производить 61 =∗x  т и  62 =∗x  т моторного масла соответственно мар-
ки А и В. 
 6.10. Суммарная эффективность использования трех шахт 

 160=∗f  будет максимальной, если все 20 млрд руб. выделить на раз-
витие только второй шахты. 
           6.11. Чтобы получить максимальную прибыль, равную 5,4 д.е., за-
вод должен выпускать за сутки 2 станка первого типа и 3 станка второго 
типа. 
 6.12. Для того, чтобы достичь максимальной прибыли 151=∗f  д.е., 
собственнику следует иметь 4 предприятия первого типа и 4 предприятия 
второго типа. 
 6.13. Затраты  260000=∗f  д.е. будут минимальными при выпуске 
400 ед. продукции первого вида и 400 ед. продукции второго вида. 
 6.14. Себестоимость одного изделия $10

13=∗f  будет минималь-
ной, если предприятие будет производить 10 изделий первого вида и 70/3 
изделий второго вида. 
 6.15. Обувное предприятие может достигнуть минимальной фондо-
емкости, равной 12, если станет выпускать в сутки 40 пар обуви первой 
модели, 30 пар обуви второй модели и 20 пар обуви третьей модели. 
 6.16. Группа рабочих может достичь максимальной производитель-
ности труда, равной 608/33, если всю работу 1 вида будут выполнять ра-
бочие третьей группы на протяжении 18 часов; работу 2 вида – рабочие 
второй группы на протяжении 65/4 часов и рабочие третьей группы на 
протяжении 7 часов. 
 6.17. Общие потери партнеров будут минимальными и равными 4,8 
д.е., если первый партнер вложит в предприятие 6 д.е., а второй партнер 
– 3 д.е. 
 6.18. Общая ценность груза достигнет максимального значения, 
равного 16,9, если на самолете перевозить только груз второго типа в ко-
личестве 42/13 у.е. 
 6.19. Максимального суммарного эффекта, равного 185, можно 
достичь, если 10 у.е. ресурса 1 вида распределить на первый объект и 15 
у.е. этого же ресурса - на второй объект; 10,5 у.е. ресурса 2 вида распре-
делить на первый объект и 9,5 у.е. этого же ресурса – на второй объект. 
 6.20. Фирма может достичь максимальной прибыли, равной 16,9 
д.е., если станет выпускать в сутки 4,6 единиц товара первого вида и 1,4 
единиц товара второго вида. 
 6.21. Для выплавки 1 т чугуна с наименьшими издержками, равны-
ми 0,1, необходимо смешивать шихтовые материалы первого, второго и 
третьего вида соответственно в соотношении 1:1:2. 
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 6.22. Для получения одной весовой единицы пряжи наименьшей 
стоимости, равной 0,128 д.е., необходимо смешивать хлопок-волокна 
первого, второго и третьего вида в соотношении 20:15:12. 
 6.23.  Для того, чтобы достичь максимальной полезности, равной 
100000/81, потребитель должен приобрести 20/3 ед. товара 1 вида, 100/9 
ед. товара 2 вида, 50/3 ед. товара 3 вида. 
 6.24. Данный портфель должен содержат 24,8% ценных бумаг 1 ви-
да, 11,8% ценных бумаг 2 вида и 63,4% ценных бумаг 3 вида. Максималь-
ная доходность такого портфеля будет равна 0,0104. 
 6.25. Чтобы общие издержки концерна были минимальными и рав-
ными 17278 руб., первому предприятию необходимо изготовить 91 изде-
лий, а второму предприятию – 89 изделий. 
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